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PRZEDMOWA

Niniejszy skrypt zostal opracowany przede wszystkim z mys$la o studentach kierunku
Mechanika i Budowa Maszyn w Instytucie Technicznym Uczelni Panstwowej im. Jana
Grodka w Sanoku. Zakres ujetego w nim materiatu obejmuje ok. 80% zagadnien
wyktadanych na wydziatach inzynierii mechanicznej politechnik w Polsce. Materiat ten
stanowi podstawowa 1 niezbedng wiedze w zawodzie inzyniera mechanika. Skrypt nie
obejmuje takich zagadnien jak metody energetyczne, wyznaczenie przemieszczen metoda
prac przygotowanych, rozwigzywanie ukladéw pretowych statycznie niewyznaczalnych
metoda sit oraz rozwigzywanie ukladow pretowych statycznie niewyznaczalnych metoda
elementow skonczonych.

W zamierzeniu autora, skrypt ma uftatwi¢ studentom zdobycie podstawowej wiedzy
I umiejetnosci rozwigzywania zadan i problemow z zakresu wytrzymato$ci materiatow
liniowo-sprezystych oraz wytrzymato$ci konstrukcji  pretowych wykonanych z tych
materialow.

Kazdy rozdziat poprzedzony jest zwigztym wstepem teoretycznym, w ktorym zawarte sa
informacje niezbedne do zrozumienia i opanowania rozwigzywanych zadan. W celach
dydaktycznych, duza cze$¢ zadan rozwigzano dwoma sposobami. Student, a pdzniejszy
inzynier, moze zapozna¢ si¢ z obiema metodami, a z czasem, gdy nabierze biegtosci, wybrac¢
I wykorzystywa¢ jedng z metod obliczeniowych w danym zadaniu.

W celu poglebienia wiedzy teoretycznej, studenci powinni skorzysta¢ z podrgcznikow
akademickich z zakresu wytrzymalo$ci materiatlow i konstrukcji.

SANOK, 8.04.2020 R. DANIEL NYCz






1.

CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE FIGUR PLASKICH

Podstawowym typem elementéw maszyn sg prety pryzmatyczne (podane rozcigganiu, $ciskaniu,
skrecaniu lub $cinaniu technicznemu) lub belki pryzmatyczne (poddane zginaniu i Scinaniu przy
zginaniu). Przekroj poprzeczny preta/belki jest figura ptaska. Jesli material preta/belki jest
jednorodny i izotropowy, to przekrdj poprzeczny jest figura ptaska jednorodng. CharakterystyKi
geometryczne figur ptaskich bedacych przekrojami poprzecznymi pretow/belek wystepuja we
wzorach opisujacych warunki nosnosci/uzytkowalnosci pretow/belek.

Zaktadamy, ze przekrdj poprzeczny preta jest figurg plaska jednorodng. Momenty statyczne S
(momenty geometryczne pierwszego stopnia) figury ptaskiej o polu powierzchni A wzgledem osi
dowolnych x i y, okreslone sg wzorami (rys. 1.1):

Se=[,ydA , S,=[, xdA (1.1)

0] X

Rys. 1.1

Gdy znane jest polozenie $rodka geometrycznego ($Srodka masy) przekroju poprzecznego C, to
WZzOry na momenty statyczne wzgledem osi X i y przyjmuja postac:

Sx=4"Y , Sy=4"x (1.2)
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Na podstawie wzoréw (1.2), wspdtrzedne s$rodka geometrycznego przekroju poprzecznego
wzgledem osi X, y (rys. 1.1), okreslone sg wzorami:

s Sy
xcz_y ’ YC=7 (1.3)

Momenty statyczne figury ptaskiej wzgledem osi przechodzacych przez srodek geometryczny
przekroju poprzecznego C s rowne zeru. Osie te nazywamy osiami centralnymi lub $rodkowymi.

Jednostka momentu statycznego figury plaskiej jest m® (jednostka podstawowa SI) lub mm®.

Jezeli figura ptaska zostanie podzielona na czeSci be¢dgce figurami regularnymi, to pole
powierzchni catej figury jest suma p6l powierzchni poszczegdlnych czgsci

A=Yl 4 (1.4)

a momenty statyczne catej figury wzgledem osi X i y sg rowne sumie momentow statycznych
poszczegdlnych czedci wzgledem tych osi:

Sy = ?=1Aiyci , Sy= ln=1Aixci (1.5)

Momenty bezwladnosci figury plaskiej o polu powierzchni A wzgledem osi X i y (osiowe
momenty bezwtadnosci), okreslone sag wzorami (rys. 1.1):

IxzfA y%dA IyzfA x? dA (1.6)

Biegunowy moment bezwtadnosci figury plaskiej o polu powierzchni A wzgledem bieguna O
(poczatek uktadu wspotrzednych), okreslony jest wzorem (rys. 1.1):

Iy=[, r*dA L.7)
Po podstawieniu zaleznosci (rys. 1.1):
r?2 =x2+y? (1.8)
do (1.7), otrzymuje si¢:
ly=[, r*dA=[ (X +y?)dAd=][, x*dA+ [, y*dA=1,+I, (1.9

Biegunowy moment bezwtadnos$ci jest sumg momentow bezwladnosci wzgledem osi wzajemnie
prostopadtych, przechodzacych przez biegun.

Moment odsrodkowy (moment dewiacji) figury ptaskiej o polu powierzchni A wzgledem uktadu
0si X, y, okreslony jest wzorem (rys. 1.1):

Ly = [, xydA (1.10)

Moment odsrodkowy figury plaskiej moze przyjmowac warto$¢ ujemna, dodatnig lub rowng zeru.
Moment odsrodkowy figury ptaskiej monosymetrycznej lub bisymetrycznej wzgledem jej osi
centralnych jest rowny zeru. W ogdélnym przypadku jest r6zny od zera.

Momenty bezwtadnos$ci | dewiacji s3 momentami geometrycznymi drugiego stopnia.

Momenty bezwladnosci (wzgledem osi 1 biegunowy) figury plaskiej przyjmuja wartosci dodatnie.



Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Jednostka momentow bezwladnosei i dewiacji figury plaskiej jest m* lub mm®.

Tabela 1.1 Charakterystyki geometryczne figur ptaskich regularnych

Wspotrzedne Moment){ . Moment odSrodkowy
. Pole p; bezwladnosci .
Figura . . Srodka . wzgledem ukladu osi
powierzchni wzgledem osi
geometrycznego centralnych centralnych
vi
XC ' yc
Xe b b*
b 6? " A:bz xC_yC:E Ixc=1yC=E IxCYCZO
Ye
b X
e
Yy
XC‘ yc
b L b
X, ¥ =3 D)
h -0 - A=b-h Ly, =0
Ci h 3
y 3 hb
] ) be=17
——-
b 4
_ b I = bh3 b2h2
A—lbh xc_3 xc_36 Ixcyc=i72
2 _h _hb? _
Ye=3 Iy = 36 znak zgodnie z rys. 1.2
Y
X 4o
b bh?
=3 k=36
h XC A==b-h Ixcyczo
— _ h hb3
Ye %73 =36
—_—
X
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Tabela 1.1 Charakterystyki geometryczne wybranych figur ptaskich (cd.)

Wspélrzedne Moment, . Moment odSrodkowy
. Pole . bezwladnosci .
Figura owierzchni srodka wzsledem osi wzgledem ukladu osi
P geometrycznego ceﬁt?’alnych centralnych
mrt
A =mr? Xe=YVe=T IxczlyczT
lub lub lub Ly, =0
d? d
A:Tt_ Xce=Ye =75 _ _T[d4
4 2 L=l =25
m 8
X =71 =(=———]|r*
¢ e (8 9n>
4r
ir2 Ve ==— mirt
=— 3 -
A > s 1y, 8
lub
lub lub Iyy. =0
nd? xc:g [ = (i_i)d‘t
A== x = \128 " 18n
— 2d 4
Ye = 3q I = nd
Ye 128
b = (=)
mir? 4r T4y | T \In g)"
A=T XC_YC_Q Ixc_lyc_(ﬁ_%)r
znak zgodnie z rys. 1.3
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[ - wartos¢ dodatnia
[ - wartosé ujemna

by. Tyc Y.
X, X;
-0 —_o—1 "
C! C!
I"cyc<0 XcNe Ixcyc >0 I"cyc<0

[ - warto$¢ dodatnia
[ - wartos¢ ujemna

<0 l,, >0 l.,>0 /., <0

*c¥e XcXe Xc¥e *c¥e

Rys. 1.3
TWIERDZENIE STEINERA

Moment bezwtadnosci figury ptaskiej o polu powierzchni A wzgledem dowolnej osi oddalonej od
srodka geometrycznego jest roOwny momentowi bezwladnosci tej figury plaskiej wzgledem
rownoleglej osi centralnej, powiekszonemu o iloczyn pola powierzchni A figury plaskiej
i kwadratu odlegtosci migdzy osiami (rys. 1.1):

L =L +A(W)? , L, =1, +A(x)? (1.12)
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Moment odsrodkowy figury ptaskiej o polu powierzchni A wzgledem uktadu osi o poczatku
oddalonym od $rodka geometrycznego jest rowny momentowi odsrodkowemu tej figury ptaskiej
wzgledem réwnoleglego uktadu osi centralnych, powickszonemu o iloczyn pola powierzchni A
figury ptaskiej i obydwu wspotrzednych srodka geometrycznego (rys. 1.1):

Ly = Iy, + AxcY, (1.12)

OBROT OSI CENTRALNYCH

Wzory transformacyjne dla momentéw bezwtadnosci i momentu odsrodkowego do uktadu osi
& n obroconego o kat ¢ przyjmuja postac (rys. 1.4):

1 1 i
If - 2 (Ixc + ch) + 2 (Ixc o IYC) cos 2(p o InyC Sin 2('0 (113)
1 1 i
177 - 2 (Ixc + IYC) T2 (Ixc o IYC) cos 2(p + InyC Sin 2('0 (114)
Iey = %(Ixc — I, )sin2¢ + I, cos 2¢ (1.15)

Kat ¢ dodatni jest przeciwnie do obrotu wskazowek zegara. Suma momentow bezwladnosci osi
centralnych jest stata (nie zalezy od kata obrotu ¢):

I, + L, = I +1, (1.16)

><|l'

of

Rys. 1.4

Istnieje szczegdlna orientacja osi centralnych, dla ktérej moment od$rodkowy jest rowny zeru.
Orientacja ta okreslona jest przez kat glowny ¢:

tg2p, = —IZI"CyC = @p= ;(arctg —le“y“> (1.17)

yeIx Iy —Ix,
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Osie uktadu & 7 obroconego o kat ¢y nazywane sg osiami gldwnymi centralnymi. Oznaczane sg
cyframi 1 i 2. Momenty bezwladnosci wzglgdem osi glownych centralnych przyjmujg wartosci
ekstremalne, maksymalng l; i minimalng I (rys. 1.5):

ho= (4 L)+~ 1)+ 412, 19

b= (44 =2~ 1)+ 412, 119

[>l, = &=1,1=2 1 <l, = £=2, n=1

Rys. 1.5
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PrzYkKrAD 1.1

Wyznaczy¢ pole powierzchni, potozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci glownych

centralnych momentoéw bezwtadnosci figury plaskiej (rys. 1.6a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowite;,

- wspoétrzedne $rodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a)

1y

ROZWIAZANIE

b)

sposob I:
1y
A
.sz J/
i
G
A'I
Y \
v
[
C'1
Rys. 1.6

c)
sposob Il:
1y
A, -
A
N ?
N i yzx .//
1y X,
l Yc‘g_'
1 X4
1 O
1 G,
AN
X

Poszukiwane wielko$ci mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierwszym (rys. 1.6b), figure
dzielimy na proste figury skltadowe (w tym przypadku dwa prostokaty o polach A; i Ay).
W drugim (rys. 1.6¢), figur¢ rozpatrujemy jako roznice dwoch prostokatow, wiekszego (Ag)

i mniejszego (Ay).

Pole powierzchni

sposob I:

A; = 30-15 = 450 mm?
A, = 1035 = 350 mm?

A=A, + A4, =450 + 350 = 800 mm?

sposob II:

A; = 30-50 = 1500 mm?
A, = 2035 = 700 mm?

A=A, — A, =1500 — 700 = 800 mm?
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Momenty statyczne

sposob I:

Se=Ay vy +A4, y, =450-7.5+350-32.5 = 3375 + 11375 = 14750 mm®
Sy, =Ay % + A5 x, =450-15+ 3505 = 6750 + 1750 = 8500 mm°

sposob 1I:
Sy =A1 vy, — Ay y, = 150025 — 700 - 32.5 = 37500 — 22750 = 14750 mm®
Sy =A; x;— Ay x; =1500-15—700-20 = 22500 — 14000 = 8500 mm?

Wspotrzedne srodka geometrycznego
Sy _ 8500

X, =—==——=10.6 mm
A 800
S 14750

Ve —7" = 0o = 18.4mm

Momenty bezwladnosci figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposéb I (tabela 1.1 — prostokat):

.153 .203
I, = 22> = 8438 mm’ I, =22 = 33750 mm*
12 1 12
_10-35% 4 _3510% 4
I, = = 35729 mm I, = = 2917 mm
sposob 1I (tabela 1.1 — prostokat):
.503 .203
e, = 2% = 312500 mm* b = 2% = 112500 mm*
.353 203
I, = 2%% = 71458 mm* I,, =2 = 23333 mm*
12 2 12

Centralne momenty bezwladnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) catej figury

sposob I:

L, = [, + A1 - 1 — yO)?| + [ L, + Az - (2 — ¥.)?] = [8438 + 450 - (7.5 — 18.4)%] +
+[35729 4 350 - (32.5 — 18.4)%] = [8438 + 450 - 118.81] + [35729 + 350 - 198.81] =
= 61902.5 + 105312.5 = 167215 mm*

L, =L, + Ay - (¢, — x)?] + [1,, + Az - (x; — x)?] = [33750 + 450 - (15 — 10.6)?] +
+[2917 4+ 350 - (5 — 10.6)2] = [33750 + 450 - 19.36] + [2917 + 350 - 31.36] =
= 42462 + 13893 = 56355 mm*
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sposob II:

L, = [L, + A1 - 1 — 2| = [Lr, + A2 - (2 — ¥o)?] = [312500 + 1500 - (25 — 18.4)%] —
+[71458 + 700 - (32.5 — 18.4)?] = [312500 + 1500 - 43.56] — [71458 + 700 - 198.81] =
= 377840 — 210625 = 167215 mm”*

L, =L, + Ay~ (xy —x)?] = [I, + Az * (x; — x)?] = [112500 + 1500 - (15 — 10.6)?] —
+[23333 + 700 (20 — 10.6)] = [112500 + 1500 - 19.36] — [23333 + 700 - 88.36] =
= 141540 — 85185 = 56355 mm*

Momenty odsrodkowe figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):
Ix1)/1 = Ixz)/Z =0
sposob 1I (tabela 1.1 — prostokat):
Ix1)/1 = Ixz)/Z =0

Centralny moment odsrodkowy catej figury

sposob I:

IxcyC = [ley1 + A (0 —x) O — yc)] + [Ixzy2 + A (g —x) - (v, — YC)] =

= [0 + 450 - (15 — 10.6) - (7.5 — 18.4)] + [0 + 350 - (5 — 10.6) - (32.5 — 18.4)] =
= [450 - 4.4+ (—10.9)] + [350 - (—5.6) - 14.1] = —21582 — 27636 = —49218 mm*

sposob 1I:

Ixcyc = [ley1 + A (0 —x) O — yc)] - [Ix2y2 + A (xp —x) (v, — yc)] =
= [0+ 1500 (15— 10.6) - (25 —18.4)] — [0 + 700 - (20 — 10.6) - (32.5 — 18.4)] =
= [1500-4.4-6.6] — [700-9.4-14.1] = 43560 — 92778 = —49218 mm*

Glowne centralne momenty bezwtadnosci

_1 2hyeye \ l( 2-(—49218) ) _ 1( —984-36) _1 .
Po = 3 (arctg = xc) =slarctg ———=) =5 \arctg —-—) =3 (arctg0.8879) =

= 1.41.6°=208°

T2

11 = %(Ixc + ch) + %\/(Ixc - I}’c)z + 41%1:3’1: =~ (167215 + 56355) +

T2

+%\/(167215 — 56355)2 + 4(—49218)2 = % 223570 + %\/1108602 + 4(—49218)2 =
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= 111785 + 74128 = 185913 mm*

12 = %(Ixc + ch) - %\/(Ixc - IYC)Z + 413%c3’c =2 (167215 + 56355) -

T2

+-/(167215 — 56355)2 + 4(—49218)? = - 223570 — ~/1108602 + 4(—49218)2 =
= 111785 — 74128 = 37657 mm*

Sprawdzenie
L+L=1_+1I, = 185913+ 37657 = 167215+ 56355 = 223570 = 223570

PRZYKLAD 1.2

Wyznaczy¢ pole powierzchni, potozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci gtownych
centralnych momentow bezwtadnosci figury plaskiej (rys. 1.7a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowitej,
- wspotrzedne $rodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a) b) c)
sposob I: sposob I

Ty Ty /Az A, Ty A, A,
4 e : ) : )
Yo Y3
o T T NP
o % o X |1 Gl
X,,2 C. Cs : Jgé—; :
S I vy PER
- = —_— ) L o e e - 1
%
Xl .G X X
/
A,
Rys. 1.7

ROZWIAZANIE

Poszukiwane wielko$ci mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierwszym (rys. 1.7b), figurg
dzielimy na proste figury sktadowe (w tym przypadku dwa prostokaty A; i Az). W drugim
(rys. 1.7c), figur¢ rozpatrujemy jako réznice trzech prostokatow, wigkszego (A1) 1 dwoch
mniejszych (Az i Ag).
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Pole powierzchni

sposob I:

A; = 10-25 = 250 mm?

A, = 4010 = 400 mm?

A=A, + A4, =250+ 400 = 650 mm*

sposob II:

A; = 40 - 35 = 1400 mm?

A, = A; = 15+ 25 = 375 mm?

A=A, — A, — A3 = 1400 — 375 — 375 = 650 mm?

Momenty statyczne

sposob I

Sy =Ay -y + A4, y, =250-12.5+4 400 - 30 = 3125 + 12000 = 15125 mm®
Sy =A; %1+ Ay x; =250-20+ 40020 = 5000 + 8000 = 13000 mm?®

sposob II:

S, =4y, —Ay "y, — Az +y; = 1400 17.5 — 375-12.5 — 375 - 12.5 =
= 24500 — 4687.5 — 4687.5 = 15125 mm®

Sy =4y % — Ay x, — Az - x3 = 1400 - 20 — 375 7.5 — 375 - 32.5 =
= 28000 — 2812.5 — 12187.5 = 13000 mm®

Wspotrzedne srodka geometrycznego

S 13000
X, =2 ==——=20.0mm
A 650
S, 15125
yc=7=R=23.3mm

Momenty bezwladnosci figur skiadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):

10253 4 _ 25103 4
o = = 13021 mm I,, = =——=2083 mm
.103 .403
Iy, === 3333 mm" Iy, == = 53333 mm’
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sposob II (tabela 1.1 — prostokat):

.353 403
I, = 22 = 142917 mm* I, =32
12

_ 4
yy = - = 186667 mm

15-253
I, = Ix3 =

2

= 19531 mm* Lo=1, =21 _ 7031 mm®

12 Y2 Y3 12

Centralne momenty bezwtadnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) calej figury

sposob I:

L, = L, + A1 - 01 — yO)?| + [ L, + A2 - (v2 — yo)?] = [13021 + 250 - (12.5 — 23.3)%] +
+[3333 + 400 - (30 — 23.3)2] = [13021 + 250 - 116.64] + [3333 + 400 - 44.89] =
= 42181 + 21289 = 63470 mm*

L, =L, + Ay (o — x)?] + [I, + Az - (x; — x)?| = [2083 + 250 - (20 — 20)%] +
+[53333 + 400 - (20 — 20)?] = 2083 + 53333 = 55416 mm?*

sposob II:
L, = [Le, + Ay 1 — ¥ = [Ie, + A2 - 02 = ¥)?] — [, + A3 - (3 —¥)?] =
= [142917 + 1400 - (17.5 — 23.3)] — [19531 + 375 - (12.5 — 23.3)?] —

+[19531 + 375 - (12.5 — 23.3)?] = [142917 + 1400 - 33.64] — [19531 + 375 - 116.64] —

+[19531 + 375-116.64] = 190013 — 63271 — 63271 = 63471 mm?*

L, =L, + Ay~ (¢ —x)?] = [I, + Az - (xg — x)?] = [I, + A5 - (x5 — x)?] =
= [186667 + 1400 - (20 — 20)?] — [7031 + 375 - (7.5 — 20)?] —
+[7031 + 375 - (32.5 — 20)2] = 186667 — [7031 + 375 - 156.25] —
+[7031 + 375-156.25] = 186667 — 65624.75 — 65624.75 = 55418 mm*

Roéznice warto$ci wyznaczonych sposobem I 1 II wynikajg z zalozonych doktadnosci rozwigzania.

Momenty odsrodkowe figur sktadowych wzgledem osi przechodzgcych przez ich Srodki

geometryczne
sposob I (tabela 1.1 — prostokat):
I L, 0

X1Y1 = 2Y2 =

sposob II (tabela 1.1 — prostokat):
I I I

X1Y1 = "X2¥Y2 T 'X3Y3 T

0
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Centralny moment odsrodkowy catej figury
sposob I:
Ixcyc = [leyl + A —x) O — yc)] + [Ixzyz + A (x —x) (v, — yc)] =
= [0+ 250 (20 —20)-(12.5—-23.3)] + [0+ 400-(20—-20)-(30—-23.5)] =0

sposob II:
IxcyC = [ley1 + A (e —x) (1 — yc)] - [Ixzyz + A (g —x) (¥ — yc)] -
+ [IX3y3 + Az (x5 —x)  (y3 — yc)] = [0+ 1400 - (20 — 20) - (17.5 — 23.3)] —

+[0 + 375 - (7.5 — 20) - (12.5 — 23.3)] — [0 + 375 - (32.5 — 20) - (12.5 — 23.3)] =
=0—[375-(~12.5) - (—10.8)] — [375- 12.5 - (—10.8)] = —50625 + 50625 = 0

Dla rozpatrywanej monosymetrycznej figury ptaskiej momenty centralne sg réwnoczes$nie
glownymi centralnymi momentami bezwtadnosci (I, = 0).

PRzZYKrAD 1.3

Wyznaczy¢ pole powierzchni, potozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci glownych
centralnych momentéw bezwladnosci figury ptaskiej (rys. 1.8a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowitej,
- wspoétrzedne $rodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a) b) c)
Sposob [: sposob Il:
A
Ty ﬁy A, ysT Ty \1
> X »
Yei2 Co—
- Fmom iy DT
sz (/Az A< Z : 1] : y3T
0——X-C—’1 o——)-(—2 M o—)-(—z: Q—:-)-(—‘l 0—)5—3
C Y Cz C, rcy G
N q_ _____ R
o
X = X /L X
Aq

Rys. 1.8
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ROZWIAZANIE

Poszukiwane wielko$ci mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierwszym (rys. 1.8b), figurg
dzielimy na proste figury sktadowe (w tym przypadku trzy prostokagty 0 polach Aj, Ay i Ag).
W drugim (rys. 1.8c), figure rozpatrujemy jako réznicg trzech prostokatow, wigkszego (Az)
i dwoch mniejszych (A 1 Ag).

Pole powierzchni

sposob I:

A; = A; = 4010 = 400 mm?

A, =10+ 25 = 250 mm?

A=A+ A, + A3 = 400 + 250 + 400 = 1050 mm?

sposob II:

A; = 40 - 45 = 1800 mm?

A, = A; =15+ 25 = 375 mm?

A=A, — A, — A; = 1800 — 375 — 375 = 1050 mm?

Momenty statyczne

sposob I:

Sy =Ar-y1+Ay y, + A3 y; = 4005+ 250 22.5 4+ 400 - 40 =
= 2000 + 5625 + 16000 = 23625 mm®

Sy =41 x;+ Ay x, + Ay - y3 = 400 - 20 + 250 - 20 + 400 - 20 =
= 8000 4 5000 + 8000 = 21000 mm®

sposob 1I:

Sy =A,"y; — Ay y, — Az - y3 = 1800 - 22.5 — 375+ 22.5 — 375 - 22.5 =
= 40500 — 8437.5 — 8437.5 = 23625 mm®

S, =Ay % — Ay -x, — Ay - x3 = 1800 - 20 — 375+ 7.5 — 375 - 32.5 =
= 36000 — 2812.5 — 12187.5 = 21000 mm®

Wspotrzedne srodka geometrycznego

S 21000
y
X, =—==——=20.0mm
C 4 1050
_ Sy _ 23625

Ye =4 = Tos0

=22.5mm
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Momenty bezwladnosci figur skiadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):

.103 403
L, = Iy, = =——= 3333 mm’" I, =1, =—— =53333 mm*
_1025% 4 _ 25103 4
Iy, = ———= 13021 mm Iy, === 2083 mm
sposob 1II (tabela 1.1 — prostokat):
.453 .403
Iy, = *== = 303750 mm* I, =222 = 240000 mm*
_ _ 15253 4 _ _2515% 4
Ly = Ly, = == =19531 mm Iy, = I,, = === = 7031 mm

Centralne momenty bezwladnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) calej figury

sposob I:

Lee = [Le, + A1 01 = ¥?] + I, + A2 2 = ¥)?] + [I, + A3~ (3 — 9% =
= [3333 + 400 - (5 — 22.5)?] + [13021 + 250 - (22.5 — 22.5)%] +
+[3333 + 400 - (40 — 22.5)?] = [3333 + 400 - 306.25] + [13021 + 0] +
+[13333 + 400 - 306.25] = 125833 + 13021 + 125833 = 264687 mm*

L, =L, + Ay - O —x 2]+ [L, + Az (s — x)?] + [1, + A3 (x5 — x)?| =
= [53333 + 400 - (20 — 20)?] + [2083 + 250 - (20 — 20)?] +
+[53333 + 400 - (20 — 20)?] = 53333 + 2083 + 53333 = 108749 mm”*

sposob II:
IxC = [Ix1 +A; (1 — YC)Z] - [Ixz + 4z (¥, _yc)z] - [Ix3 + A4z (y3 — yc)z] =
= [303750 + 1800 - (22.5 — 22.5)%] — [19531 + 375 - (22.5 — 22.5)?] —
+[19531 + 375 - (22.5 — 22.5)?] = 303750 — 19531 — 19531 = 264688 mm"
ch = [Iyl + Al " (xl - XC)Z] - [Iyz + AZ - (xz - xc)z] - [Iy3 + A3 ) (X3 - XC)Z] =
= [240000 + 1800 - (20 — 20)?] — [7031 + 375 - (7.5 — 20)?] —
+[7031 + 375 - (32.5 — 20)?] = 240000 — [7031 + 375 - 156.25] —
+[7031 + 375 - 156.25] = 240000 — 65624.75 — 65624.75 = 108751 mm*

Roéznice warto$ci wyznaczonych sposobem I 1 I wynikaja z zalozonych doktadno$ci rozwigzania.
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Momenty odsrodkowe figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):
I I

X1Y1 = X2Y2 = Ix33’3 =0

sposob II (tabela 1.1 — prostokat):
I I

X1Y1 = X2Y2 = Ix33’3 =0

Centralny moment odsrodkowy calej figury
sposob I:

IxcyC = [Ix1y1 + A - (xl - xc) ' (yl - yc)] + [Ixzyz + A, - (xz - xc) ' (}’2 - yc)] +
+ [IxSY3 + Az (x5 —xc) (y3 — yc)] =[0+400- (20 —20)-(5—22.5)] +
+[0 + 250 (20 — 20) - (22.5 — 22.5)] + [0 + 400 - (20 — 20) - (40 — 22.5)] =0

sposob II:

IxcyC = [Ix1y1 + A - (xl - xc) ' (yl - yc)] - [Ixzyz + A, - (xz - xc) ' (3’2 - yc)] -
+ [1x3y3 + Az (x5 —x.) (y3 — yc)] = [0+ 1800 - (20 — 20) - (22.5 — 22.5)] —
+[0+375-(7.5—-20)-(22.5—-22.5)] - [0+ 375-(32.5—-20)-(22.5-22.5)] =0

Dla rozpatrywanej monosymetrycznej figury ptaskiej momenty centralne sg réwnoczes$nie
glownymi centralnymi momentami bezwtadnosci (I, = 0).
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PrRzYKrAD 1.4

Wyznaczy¢ pole powierzchni, potozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci glownych
centralnych momentow bezwladnosci figury ptaskiej (rys. 1.9a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowite;,
- wspohrzedne srodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a) b) c)
sposob I sposob Il:

1y Ty /Az A, T}’ A, A,
7 ~ : ST
Yo Y3
y..1 T T : sz :
ol % I
Xc:2 C2 03 : Jg(‘)_; :
T vy PERY
| __ . E 1
%
x|l . X X
i
A,
Rys. 1.9

ROZWIAZANIE

Poszukiwane wielko$ci mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierwszym (rys. 1.9b), figure
dzielimy na proste figury sktadowe (w tym przypadku trzy prostokaty A;, Az i As). W drugim
(rys. 1.9¢), figure rozpatrujemy jako roznicg dwoch prostokgtow, wickszego (A1) I mniejszego
(A2).

Pole powierzchni

sposob I:

A; = 4010 = 400 mm?

A, = A; =10+ 30 = 300 mm?

A=A+ A, + A3 = 400 + 300 + 300 = 1000 mm?

sposob II:

A; = 4040 = 1600 mm?

A, = 2030 = 600 mm?

A=A, —A, =1600 — 600 = 1000 mm’
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Momenty statyczne

sposob I:

Sy=A1"y, +A4, y, +A3-y; =400-5+4+300-25+ 30025 =
= 2000 4 7500 + 7500 = 17000 mm®

S, =Ay % + Ay %, + Az y; =400-20 + 3005+ 30035 =
= 8000 4+ 1500 + 10500 = 20000 mm®

sposob 1I:
Sy =A; vy — Ay y, = 1600 - 20 — 600 - 25 = 32000 — 15000 = 17000 mm®
Sy =Ay %, — Ay x, =1600-20 — 600 - 20 = 32000 — 12000 = 20000 mm®

Wspotrzedne srodka geometrycznego

S_y — 20000

Xe = = 20.0 mm
A 1000
_ Sx __ 17000 _
Ye =7 = Tooo = 17.0 mm

Momenty bezwladnosci figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):

o = 2% = 3333 I, =% _ 53333 mm*
I, = I, = 222% = 22500 mm* I, = I, = 2% = 2500 mm*
sposob II (tabela 1.1 — prostokat):
o = 2249 _ 213333 mm* L =224 213333 mm*
I, = 22> = 45000 mm* I, = 22% = 20000 mm*

Centralne momenty bezwladnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) cafej figury
sposob I:
Ixc = [le +A; (v — yc)z] + [Ixz + A, (v, — )’c)z] + [Ix3 +As- (y3 — }’c)z] =
= [3333+400- (5 —17)%] + [22500 + 300 - (25 — 17)*] +
+[22500 + 300 - (25 — 17)?] = [3333 + 400 - 144] + [22500 + 300 - 64] +
+[22500 + 300 - 64] = 60933 + 41700 + 41700 = 144333 mm*
L, =L, + Ay O —x)?] + [L, + Az (ea — x)?] + [I, + A5 - (x5 — x)?] =
= [53333 + 400 - (20 — 20)2] + [2500 + 300 - (5 — 20)2] + [2500 + 300 - (35 — 20)2] =
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= 53333 + [2500 + 300 - 225] + [2500 + 300 - 225] = 53333 + 70000 + 70000 =
= 193333 mm*

sposob II:

L, = [L, + A1 - 1 — 2] = |Ir, + Az - (2 — yo)?] = [213333 + 1600 - (20 — 17)?] —
+[45000 + 600 - (25 — 17)?] = [213333 + 1600 - 9] — [45000 + 600 - 64] =
= 227733 — 83400 = 144333 mm*

=L, A (g = x)?] = [1, + Ay - (x2 — x)?| = [213333 + 1600 - (20 — 20)?] —
+[20000 + 600 - (20 — 20)?] = 213333 — 20000 = 193333 mm’

I

Momenty odsrodkowe figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):
I I =1,

X1¥Y1 ~ "X2)2

0

3Y3 =

sposob 1I (tabela 1.1 — prostokat):
I I 0

X1¥1 ~ "X2Y2 T

Centralny moment odsrodkowy catej figury

sposob I:

IxcyC = [ley1 + A (0 —x) O — yc)] + [Ixzy2 + A, (xp —x) - (v, — YC)] +
+ [1x3y3 + A5 (s —x0) - (75 — yc)] = [0 + 400 - (20 — 20) - (5 — 17)] +
+[0+300-(5—-20)-(25—-17)] +[0+300-(35—-20)-(25—-17)] =
=0+ [300-(—15)-8] +[300-15-8] = —36000 + 36000 =0

sposob II:

Ixcyc = [1x1y1 + Ay (g — xc) ! (yl - yc)] - [Ixzyz + Ay (xy — xc) ’ (YZ - yc)] =
= [0 + 1600 - (20 — 20) - (20 — 17)] — [0 + 600 - (20 — 20) - (25 — 17)] = 0

Dla rozpatrywanej monosymetrycznej figury ptaskiej momenty centralne sg réwnoczes$nie
glownymi centralnymi momentami bezwtadnosci (I, = 0).
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PRZYKLAD 1.5

Wyznaczy¢ pole powierzchni, polozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci gtownych
centralnych momentow bezwtadnosci figury ptaskiej (rys. 1.10a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwladnos$ci: do liczby catkowitej,
- wspotrzedne $rodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a) b) c)
sposob I: sposob Il:
A A
fy *y yaT / ° A, Ty 3\
[« X N
y C? > \\ :
c - A2 L - : yax
\2 1 yZT .// A EY1 : o—-):?
2
0e=22.7° o 1% NEZEE i G
= C | o
CO_ Xc 2 K : C1 |
A o ax, !
L _ A R S
)/1‘ X :
| CO—» |
X A : X , X
Rys. 1.10

ROZWIAZANIE

Poszukiwane wielko$ci mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierwszym (rys. 1.10b), figure
dzielimy na proste figury sktadowe (w tym przypadku trzy prostokaty A, Az i As). W drugim
(rys. 1.10c), figure rozpatrujemy jako roznicg trzech prostokgtow, wigkszego (A1) i dwoch
mniejszych (Az i Ag).

Pole powierzchni

sposob I:

A, = 2515 = 375 mm?

A, =10+ 25 = 250 mm?

As = 25-10 = 250 mm?

A=A, +A, + Ay = 375 + 250 + 250 = 875 mm?

sposob 1I:

A; =40-50 = 2000 mm?
A, = 1540 = 600 mm?
A; = 1535 = 525 mm?



28 Daniel B. Nycz

A=A, —A, — A; = 2000 — 600 — 525 = 875 mm’

Momenty statyczne

sposob I:

Sy=A1"y1+A, -y, +A3-y;3 =375-7.5+250-27.5+250-45 =
= 2812.5 + 6875 + 11250 = 20938 mm®

Sy =Ay % + Ay %, + Ay - x5 = 375-27.5+ 25020 + 250 - 12.5 =
= 10312.5 4 5000 + 3125 = 18438 mm®

sposob II:

Sy =Ay vy, — Ay y, — Az - y3 = 2000 - 25 — 600 - 20 — 525 - 32.5 =
= 50000 — 12000 — 17062.5 = 20938 mm®

Sy =Ay % — Ay x, — Az - x3 = 2000 - 20 — 600 - 7.5 — 525 - 32.5 = mm°
= 40000 — 4500 — 17062.5 = 18438 mm®

Wspotrzedne srodka geometrycznego

— S_y — 18438

X, =21.1 mm
A 875
S 20938
yc=7x=m=23.9mm

Momenty bezwladnosci figur skiadowych wzgledem osi przechodzgcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):

o = 22 = 7031 mm? I, = 22 = 19531 mm*
e = 22— 13021 mm* Iy, = =% = 2083 mm*
I, = 22% = 2083 mm* I, = 22 = 13021 mm*
sposob II (tabela 1.1 — prostokat):
e = 22— 416667 mm* I, = %% = 266667 mm"
I, = 2% = 80000 mm* I, = 2% = 11250 mm*
1. =35 _ 53504 mm* I, =315 _ 9844 mm?

3 12 Y3 12
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Centralne momenty bezwtadnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) calej figury
sposob I:
Lee = [Le, + Av- 01 = Y]+ [, + A2~ (02 = Y] + [L, + A5~ (5 — y)?] =
=[7031 4 375 (7.5 — 23.9)%] + [13021 + 250 - (27.5 — 23.9)*] +
+[2083 + 250 - (45 — 23.9)?] = [7031 + 375 - 268.96] + [13021 + 250 - 12.96] +
+[2083 + 250 - 445.21] = 107891 + 16261 + 113385.5 = 237538 mm*
L, =L, + Ay (¢ —x)?] + [L, + Az (g — x)?] + [I, + A5 - (x5 — x)?]| =
= [19531 + 375 (27.5 — 21.1)?] + [2083 + 250 - (20 — 21.1)?] +
+[13021 + 250 - (12.5 — 21.1)%] = [19531 + 375 - 40.96] + [2083 + 250 - 1.21] +
+[13021 + 250 - 73.96] = 34891 + 2385.5 + 31511 = 68788 mm*

sposob 1I:

IxC = [Ix1 +A;-(yy — yC)Z] - [Ix2 + A4, (y, — yc)z] - [Ix3 +As (y3— yC)Z] =
= [416667 + 2000 - (25 — 23.9)?] — [80000 + 600 - (20 — 23.9)%] —
+[53594 + 525 - (32.5 — 23.9)%] = [416667 + 2000 - 1.21] — [80000 + 600 - 15.21] —
+[53594 + 525 - 73.96] = 419087 — 89126 — 92423 = 237538 mm”*

L, = [Iy1 + Ay (x] — xc)z] - [Iy2 + A, (x, — xc)z] - [Iy3 + Az (x5 — xc)z] =
=[266667 + 2000 - (20 — 21.1)?] — [11250 + 600 - (7.5 — 21.1)?] —
+[9844 + 525 - (32.5 — 21.1)%] = [266667 + 2000 - 1.21] — [11250 + 600 - 184.96] —
+[9844 + 525 - 129.96] = 269087 — 122226 — 78073 = 68788 mm”*

Momenty odsrodkowe figur skitadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

sposob I (tabela 1.1 — prostokat):

lejﬁ = IJCzJ’z = Ix33’3 =0
sposob 1I (tabela 1.1 — prostokat):
Ix1J’1 = Isz’Z = Ix33/3 =0

Centralny moment odsrodkowy caltej figury
sposob I:

Loy = [Tay, + A1 Gy = x0) - 0 = Y| + |Luay, + Az~ ey = x0) - (02 = y0) | +
+ [ngy3 + A5 (s —x) - (ys — yc)] = [0+ 375-(27.5 — 21.1) - (7.5 — 23.9)] +
+[0 + 250 - (20 — 21.1) - (27.5 — 23.9)] + [0 + 250 - (12.5 — 21.1) - (45 — 23.9)] =
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= [375- 6.4 - (—136.4)] + [250 - (=1.1) - 3.6] + [250 - (—8.6) - 21.1] =
= —39360 — 990 — 645365 = —85715 mm*

sposob I1:
Loy = [Ty, + Ar G = x0) - 0 = ¥0)| = |Luay, + Az (2 = x0) - (02 = ¥0)| -
+ [Im3 + A (x5 —x) - (y5 — yc)] = [0 + 2000 - (20 — 21.1) - (25 — 23.9)] —
+[0 4+ 600 - (7.5 — 21.1) - (20 — 23.9)] — [0 + 525 - (32.5 — 21.1) - (32.5 — 23.9)] =

= [2000- (=1.1) - 1.1] — [600 - (=13.6) - (—13.9)] — [525 - 11.4 - 8.6] =
= —2420 — 31824 — 51471 = —85715 mm*

Glowne centralne momenty bezwtadnosci

_1 2Leeye \ l( 2:(-85715) ) _ l( —171430) _1 _
Po = 3 (arctg = xc) =slarctg —————-) = \arctg — ) =3 (arctg1.0159) =

= %-45.452° = 22.7°

Lo=2(I +1,) + %\/(1,% —1,)" + 412, =>(237538 + 68788) +

+%\/(237538 — 68788)2 + 4(—85715)2 = % 306326 + %\/1687502 + 4(—85715)2
= 153163 + 120276 = 273439 mm*

12 = %(lxc + ch) - %\/(Ixc - IYC)Z + 4I§cyc =2 (237538 + 68788) h

T2

+%\/(237538 — 68788)2 + 4(—85715)2 = % 306326 — %\/1687502 + 4(—85715)2
= 153163 — 120276 = 32887 mm*

Sprawdzenie
L+L=1_+1, = 273439+ 32887 = 237538+ 68788 = 306326 = 306326
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PRZYKLAD 1.6

Wyznaczy¢ pole powierzchni, polozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci gtownych
centralnych momentow bezwladnos$ci figury plaskiej (rys. 1.11a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowitej,
- wspotrzedne srodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

L _Yah___
X3
CO—P
1 2 s X
/
A,
Rys. 1.11

ROZWIAZANIE

Rozpatrywang figure mozna potraktowaé jako polaczenie dwodch prostokatow (duzego Ag
I matego Ay), w ktorych wycieto potkole (rys. 1.11b).

Pole powierzchni
A; = 4040 = 1600 mm?

. 2
A, = ”ZO = 353 mm’

Ay =20-10 = 200 mm?
A=A, — A, + A3 = 1600 — 353 + 200 = 1447 mm?

Momenty statyczne

Sy =Ay Yy — Ay y, + Az y; = 1600 - 30 — 353 -43.6 + 200 -5 =
= 48000 — 15390.8 + 1000 = 33609 mm®

Sy =A%, — Ay x; + Az x3 = 1600 - 20 — 353 - 20 4+ 200 - 10 =
= 32000 — 7060 + 2000 = 26940 mm®
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Wspotrzedne srodka geometrycznego

— S_y — 26940

Xc = 18.6 mm
A 1447
S, 33609
yC=7=m=23.2mm

Momenty bezwladnosci figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich Ssrodki
geometryczne

(tabela 1.1 — prostokat i potkole)

.403 .403
I,, = ==~ = 213333 mm* I, = === = 213333 mm*
12 1 12
_(r _ i 4 _ 4 _ m-15% _ 4
L, = (53— =) 15* = 5556 mm Iy, == = 19880 mm
20-103 4 10-203 4
I, = T 1667 mm Iy, = o= 6667 mm

Centralne momenty bezwladnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera) cafej figury

Lee = Ly + A1 01 = Y% = [I, + Az - 02 = ¥)?] + [, + 43 (3 = ¥)?] =

= [213333 + 1600 - (30 — 23.2)%] — [5556 + 353 - (43.6 — 23.2)%] +

+[1667 + 200 - (5 — 23.2)2] = [213333 + 1600 - 46.24] — [5556 + 353 - 416.16] +
+[1667 4+ 200 - 331.24] = 287317 — 152460.48 + 67915 = 202772 mm?*

=L, + Ay - O —x)?| = [Ly, + Az (e — x)?] + [1y, + A3 (x5 — x)?] =

= [213333 + 1600 - (20 — 18.6)?] — [19880 + 353 - (20 — 18.6)2] +

+[6667 + 200 - (10 — 18.6)?] = [213333 + 1600 - 1.96] — [19880 + 353 - 1.96] +
+[6667 + 200 - 73.96] = 216469 — 20571.9 + 21459 = 217356 mm*

Iy c

Momenty odsrodkowe figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich Srodki
geometryczne

(tabela 1.1 — prostokat 1 potkole)
I I =1,

X1Y1 T TX2Y2

0

3Y3 =

Centralny moment odsrodkowy catej figury
Ixcyc = [1x1y1 +A,- (xl - xc) ' (yl - yc)] - [Ixzyz + 4, (xz - xc) ’ (YZ - yc)] +
+ [I,ng3 +As - (s —x) - (75 — yc)] = [0 + 1600 - (20 — 18.6) - (30 — 23.2)] —

+[0 + 353 - (20 — 18.6) - (43.6 — 23.2)] + [0 + 200 - (10 — 18.6) - (5 — 23.2)] =
= [1600- 1.4 - 6.8] — [353 - 1.4 - 20.4] + [200 - (—8.6) - (—18.2)] =
= 15232 — 10081.68 + 31304 = 36454 mm*
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Glowne centralne momenty bezwtadnosci

_1 2Leeyc | _ 1( 2:36454 ) _ 1( 72908) _1 _
Po =3 (arctg T xc) S\arctg s ———— arctg - —") = 3 (arctg4.9992)

= % 78.688° = 39.3°

L= 5 (e + 1) + %J(Ixc — 1) + 412, =1 (202772 + 217356) +

+§\/(202772 —217356)2 + 4 - 364542 = %-420128 + %\/(—14584)2 + 4364542 =
= 210064 + 37176 = 247240 mm*

I, = %(lxc +1,) - %\/(Ixc — ch)z + 412, = (202772 + 217356) —

T2

+§\/(202772 —217356)2 + 4 - 364542 = %-420128 - %\/(—14584)2 + 4364542 =
= 210064 — 37176 = 172888 mm*

Sprawdzenie
L+L=1_+1I, = 247240+ 172888 = 202772+ 217356 = 420128 = 420128
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PRzZYKELAD 1.7

Wyznaczy¢ pole powierzchni, potozenie $rodka geometrycznego oraz wartosci gldwnych
centralnych momentow bezwladnosci figury ptaskiej (rys. 1.12a).

Doktadno$¢ rozwigzania:
- pole powierzchni, momenty statyczne i bezwtadnosci do liczby catkowite;,
- wspoétrzedne $rodka geometrycznego do jednego miejsca po przecinku.

a) b)

ty

<

___-_____-_-_-_I —_—

Rys. 1.12

ROZWIAZANIE

Rozpatrywang figur¢ mozna potraktowaé jako duzy prostokat (A;), w ktorym wyciety jest
90-stopniowy wycinek kota (Ap) i trojkat prostokatny (Ag; rys. 12b).

Pole powierzchni
A; = 30-55 = 1650 mm?

. 2
A, =" =177

A3 =220 - 45 = 450 mm’
A=A, — Ay —As = 1650 — 177 — 450 = 1023 mm’

Momenty statyczne
Sy =A1 Y1 — Ay~ ¥y — Az -y3 = 1650+ 27.5 = 177 - 2= — 450 - 40 =
= 45375 — 1127 — 18000 = 26248 mm®
Sy=Ay-x1— Ay x;— Ay X3 = 1650- 15— 177 (30 = 22) + 450 6.7 =

31

= 24750 — 4177 — 3015 = 17558 mm®



Charakterystyki geometryczne figur ptaskich 35

Wspotrzedne srodka geometrycznego

S 17558
X, =2 = =17.2mm
A 1023

S. 26248
Yo == =——=257mm
A 1023

Momenty bezwladnosci figur sktadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich srodki
geometryczne

(tabela 1.1 — prostokat, potkole 1 trojkat prostokatny)

.553 .203
L, = 2= = 415938 mm* Iy, = == = 123750 mm*
(7 _ A)qc4 — 4 — (= _%)154 = 4
= (S —=)15* =2778 mm I, = (£ - =) 15* = 2778 mm
.453 203
I, = 2= = 50625 mm* I, = 22> = 10000 mm*

Centralne momenty bezwtadnosci (wykorzystanie twierdzenia Steinera)catej figury

Lee = [Ley + A1 01 = 9% = [I, + 42 2 = 9% = [I, + 45+ (3 — ¥)?] =
= [415938 + 1650 - (27.5 — 25.7)%] — [2778 + 177 - (6.4 — 25.7)%] —
+[50625 + 450 - (40 — 25.7)%] = [415938 + 1650 - 3.24] — [2778 + 177 - 372.49] —
+[50625 + 450 - 204.49] = 421284 — 68708.7 — 142645.5 = 209930 mm*

L, =Ly, + Ay (6 —x)?] = [I, + Az (s — x)?] = [I, + A5 - (x5 — x)?| =
= [123750 + 1650 - (15 — 17.2)?] — [2778 + 177 - (23.6 — 17.2)?] —
+[10000 + 450 - (6.7 — 17.2)?] = [123750 + 1650 - 4.84] — [2778 + 177 - 40.96] —
+[10000 + 450 - 110.25] = 131736 — 10027.9 — 59612.5 = 62096 mm*

Momenty odsrodkowe figur skiadowych wzgledem osi przechodzqcych przez ich Srodki
geometryczne

(tabela 1.1 — prostokat, potkole i trojkat prostokatny)
L 0

1Y1:=

(4 1 . _ 4
Ly, = (32— 3) - 15% = 834 mm

202-452
I p—

_ 4
X33 = oy = 11250 mm

Centralny moment odsrodkowy caltej figury

Loy = [Ty, + A1 G = %) - 01 = ¥0)| = gy, + Az~ (2 = x0) - (02 = y0)| -
+ [1x3y3 +As- (o —x) - (75 — yc)] = [0 + 1650 - (15 — 17.2) - (27.5 — 25.7)] —
+[834 + 177 - (23.6 — 17.2) - (6.4 — 25.7)] —
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+[11250 + 450 - (6.7 — 17.2) - (40 — 25.7)] =
= [1650 - (—2.2) - 1.8] — [834 + 177 - 6.4 - (—19.3)] — [11250 + 450 - (=10.5) - 14.3] =
= —6534 + 21029 + 56317.5 = 70813 mm*

Glowne centralne momenty bezwtadnosci

_1 2heeyc ) _ 1( 270813 ) _ l( 141626) _1 _ _
Po = 3 (arctg —J’c_lxc> s\arctg —————) = ;\arctg —-—) = 5 (arctg(—0.9580))

= >+ (—43.71°) = —21.9°

I = %(sz +1,)+ %\/(Ixc - ch)z +41Z, = %(209930 + 62096) +

+-/(209930 — 62096)2 + 4 - 708132 = 136013 + 51478342 + 4 - 708132 =
= 136013 + 102363 = 238376 mm*

I = %(sz +1,) - %\/(Ixc - ch)z +41Z, = %(209930 + 62096) —

+-4/(209930 — 62096)2 + 4 - 708132 = 136013 — > 1478342 + 4 - 708132 =
= 136013 — 102363 = 33650 mm*

Sprawdzenie
L+L=1_+1, = 238376+ 33650 = 209930 + 62096 = 272026 = 272026
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2.

WIELKOSCI PRZEKROJOWE W PRETACH PROSTYCH

Pret jest elementem maszyn, ktorego dtugosc jest o rzad wigksza od wymiaréw przekroju
poprzecznego. Pret o osi prostoliniowej 1 stalym przekroju poprzecznym nazywany jest pretem
pryzmatycznym. Pret pryzmatyczny, ktérego podpory sa na jednym lub dwoéch koncach preta,
nazywamy pretem prostym.

Pret prosty moze by¢ rozciggany, $ciskany, skrecany lub poddany $cinaniu technicznemu. Pret
prosty poddany zginaniu lub zginaniu ze Scinaniem nazywamy rowniez belka prosta. W dalszych
rozwazaniach uzywamy okreslenia pret prosty, majac na mysli pret lub belke prosta.

Pret prosty mozna traktowac jako zbiér potaczonych ze sobg widkien materialnych réwnolegtych
do osi preta. Wiodkna najbardziej oddalone od osi preta po stronie dodatniej osi Z nazywane sg
wioknami uprzywilejowanymi (rys. 2.1). Na schemacie statycznym pret przedstawiamy za
pomocg osi preta. Pret rozpatrujemy w uktadzie kartezjanskim xyz, gdzie x — o$ podtuzna, y,z —
gtéwne centralne osie bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta. W uktadach plaskich zginanie
jest w ptaszczyznie Xz.

\Za3
<

lz witokna uprzywilejowane oS preta

Rys. 2.1

Prety mogg byC¢ obcigzone sitami skupionymi (rys. 2.2a), obcigzeniami rOwnomiernie
roztozonymi (rys. 2.2b) lub momentami skupionymi o wektorach dziatajacych prostopadle lub
wzdluz osi preta (rys. 2.2c). Jednostka podstawowa SI sity skupionej jest [N], obcigzenia
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rownomiernie roztozonego [N/m], a momentu skupionego [N-m]. Sg to podstawowe typy
obcigzen.
Pret obcigzony prostopadle do jego osi nazywany jest rowniez belka.

Pod wptywem obcigzen zewnetrznych, w przekrojach preta wystepuja wielkosci przekrojowe:
sita osiowa (podtuzna), sita tngca (poprzeczna), moment gnacy (zginajacy) i/lub moment
skrecajacy.

Sitg osiowg N w danym przekroju nazywamy sume¢ rzutow sit zewnetrznych dziatajacych po
jednej stronie przekroju na kierunek osi preta. Sita osiowa rozciagajaca jest dodatnia, a $ciskajaca
ujemna (rys. 2.4).

Momentem skrecajagcym Mg w danym przekroju nazywamy sum¢ momentdOw obcigzen
zewngtrznych dziatajagcych po jednej stronie przekroju wzgledem osi preta. Moment skrgcajacy
jest dodatni, jesli ma zwrot zgodny z osig X po prawej stronie przekroju (rys. 2.4).

Momentem zginajacym M w danym przekroju nazywamy sume¢ momentow obcigzen
zewnetrznych dziatajacych po jednej stronie przekroju wzgledem osi y w srodku geometrycznym
tego przekroju. Moment zginajacy jest dodatni, jesli rozcigga widkna uprzywilejowane (ma zwrot
zgodny z osig Y po prawej stronie przekroju) (rys. 2.4).

Sifg tngca T w danym przekroju nazywamy sume rzutow sit zewngtrznych dziatajacych po jednej
stronie przekroju na kierunek osi z (rys. 2.4). Sita tngca jest dodatnia, jesli jest zgodna ze zwrotem
0si z po prawej stronie przekroju poprzecznego.

a) b)

Rys. 2.2

Przed przystgpieniem do wyznaczania wielkosci przekrojowych konieczne jest wyznaczenie
reakcji na podporach ptaskich (rys. 2.3). Wartosci reakcji wyznacza si¢ z rOwnan rownowagi
statycznej, ktore dla uktadu ptaskiego przyjmuja postac:

XPy=0 , ¥P,=0 , XM;=0 (2.1)



Wielkosci przekrojowe w pretach prostych 39

Roéwnania (2.1a) i (2.1b) postulujg zerowanie si¢ sumy rzutow sit na osie, odpowiednio X i z.
Rownanie (2.1c¢) postuluje zerowanie si¢ sumy momentow wzgledem wybranej osi (X lub y).

podpora przegubowo-przesuwna podpora przegubowa
A A A, Ha A
57 f V. on B
2 VA VA

podpora sztywno-przesuwna podpora sztywna

M, M,
§|A5 Ha (X | 1A ) SN
A ZI TA <

Va

Rys. 2.3

dodatnie wartosci wielkosci przekrojowych

sita osiowa moment skrecajacy

N N

ANEEEEA .."ég_g_".”’u.

moment zginajgcy sita thgca

Rys. 2.4

Moment zginajacy M i sif¢ tnagca T mozna wyznaczy¢ dwiema metodami, tj. metoda przepisow
funkcyjnych 1 metodg rzednych charakterystycznych.

W metodzie przepisow funkcyjnych wyznacza si¢ funkcje M(x) i T(x) dla kolejnych przedziatow
belki, a nast¢pnie oblicza si¢ tzw. rzedne charakterystyczne (rzedne niezbedne do sporzadzenia
wykresow M i T).
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W metodzie rzednych charakterystycznych pomija si¢ wyznaczanie funkcji M(x) i T(x), wyznacza
si¢ od razu rzedne charakterystyczne, wykorzystujac cechy charakterystyczne wykreséw
wielkosci przekrojowych (rys. 2.5).

P

M
i O Y v v 9

A
[

<

=

g

I~

Rys. 2.5
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PRZYKLAD 2.1

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla preta przedstawionego narys. 2.6a.
Dane:

a=05m
P=500N
a) 3P 2P 4P
2 —= = —= —EP
! 2a ! 3a ! a ! 2a !
b) H,| 3P 2P | 4P |
< Al i—-» 4—& ::|:—b— i:E_P _{_
A B 'C D 'E
oo . |
c) | i . |
| 3500 | : 2000 : i I 1 OOON
2000 !
N ® @ 1000 |
D
Rys. 2.6

ROZWiI4AZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.6a. Pret sztywno zamocowany na lewym koncu jest
rozciggany lub Sciskany. Sity czynne wywotujg tylko sile osiowa N. Rysujemy schemat
obliczeniowy (rys. 2.6b) i wyznaczamy reakcje Ha na podporze A z réwnania rownowagi
statycznej suma rzutow sit na os X.

Reakcja podtuzna
YP,=0: —Hy+3P—2P+4P+2P =0
Hy =3P —-2P +4P + 2P =7P =7-500 =3500N

Wartosci sily osiowej (wykres sity osiowej na rys. 2.6c)

od lewey:

Nag = Hy = 7P = 7-500 = 3500 N

Ngec = Hy — 3P = 7P — 3P = 4P = 4-500 = 2000 N

Nep =Hp—3P+2P=7P—3P+ 2P =6P =6-500 =3000N

Npg = Hy —3P +2P —4P =7P — 3P + 2P — 4P = 2P = 2- 500 = 1000 N
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od prawej:

Npg =3P —2P+4P + 2P =7P =7-500 = 3500 N
Ngc = —2P +4P + 2P = 4P = 4-500 = 2000 N
Ncp = 4P + 2P = 6P =6-500 = 3000 N

Npg = 2P = 2P =2-500 = 1000 N

PRZYKLAD 2.2

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla preta przedstawionego narys. 2.7a.
Dane:

a=10m
P =1000 N
a) 5P 2P
= = -
! a | a ! 2a |
b) H,\ 5P| 2P i
s = L Dx
A B | D
+z | | |
C i | 3000 | il
) | i ] 1000N
! @ 1000 |
N % LTl T
-2000
Rys. 2.7

RoOZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.7a. Pret sztywno zamocowany na lewym koncu jest
rozciggany lub $ciskany. Sity czynne wywotuja tylko sile osiowa N. Rysujemy schemat
obliczeniowy (rys. 2.7b) i wyznaczamy reakcje Ha na podporze A z roéwnania rownowagi
statycznej suma rzutéw sit na o X.

Reakcja podituzna
YP,=0: Hy,—5P+2P+P=0
Hy =5P —2P —P =2P =2-1000 = 2000 N
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Wartosci silty osiowej (wykres sity osiowej na rys. 2.7c)

od lewej:

Npg = —Hp = —2P = —2-1000 = —2000 N

Ngc = —Hp + 5P = —2P + 5P =3P =3-1000 = 3000 N
Ncp = —Hp +5P — 2P = —2P + 5P — 2P =P = 1000 N

od prawej:

Nag = —5P + 2P + P = —2P = —2-1000 = —2000 N
Ngc = 2P + P =3P = 3-1000 = 3000 N

Ncp = P = 1000 N

PRZYKLAD 2.3

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla preta przedstawionego na rys. 2.8a.
Dane:

a=05m
Mo =200 N'm
a) ’ 2M, 3M, M,
4 ,I ,' —-
! 2a ! 3a ! 2a !
b) M.! | 2M, 3M,  im
- A: 1 1 : 0 _).(,_
A B 'C D
+z | | i
c) | 1200 i i i
800 | i J400Nm
M, ® I
® 200 |
TIT1e111]
Rys. 2.8

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.8a. Prgt sztywno zamocowany na lewym koncu jest
skrecany. Momenty czynne wywotujg tylko moment skrecajagcy M. Rysujemy schemat
obliczeniowy (rys. 2.8b) i wyznaczamy reakcj¢ momentowa Ma na podporze A z réwnania
roéwnowagi statycznej suma momentoéw wzgledem osi X.
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Reakcja momentowa
YM,=0: —Mpy+2My+3My+M,=0
My = 2My + 3My + My = 6M, = 6200 = 1200 N'm

Wartosci momentu skrecajgcego (wykres momentu skrecajgcego na rys. 2.8c)
od lewej:

Mgagp = Mp = 6My = 6-200 = 1200 N'm

Mgpc = My — 2My = 6My — 2My = 4My = 4 - 200 = 800 N'm

Mgcp = Mp — 2My — 3My = 6My — 2My — 3My = My = 200 N'm

od prawej:

Mg ag = 2My + 3My + My = 6M, = 6- 200 = 1200 N'm
Mggc = 3My + My = 4My = 4 - 200 = 800 N'm

M, cp = My = 200 N'm

PRZYKLAD 2.4

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla preta przedstawionego na rys. 2.9a.
Dane:

a=10m
Mo =400 N-m
a) 5M, M, 2M,
== ==
l—2a | a | a |
b) M, 5M, ‘M, 2M,
A B 'C D
2 | e |
C I 1600 | i i
: | , ] 400N-m
M ® i

||||_4¢30|l|| %)

-800

Rys. 2.9
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ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.9a. Prgt sztywno zamocowany na lewym koncu jest
skrecany. Momenty czynne wywotujg tylko moment skrecajacy Ms. Rysujemy schemat
obliczeniowy (rys. 2.9b) i wyznaczamy reakcj¢ momentowa Ma na podporze A z réwnania
roéwnowagi statycznej suma momentow wzgledem osi X.

Reakcja momentowa
XYM, =0: —Mpy+5My+My—2M,=0
MA == SMO + MO - ZMO = 4‘M0 = 4"4‘00 = 1600 N'm

Wartosci momentu skrecajgcego (wykres momentu skrecajgcego na rys. 2.9c)

od lewej:

Mgpp = Mp = 4My = 4- 400 = 1600 N-m

Mgpc = My — 5My = 4My — 5My = —M, = —400 N'm

Mgcp = Mp — 5My — My = 4My — 5My — My = —2My = —2-400 = —800 N'm

od prawej:

Mg ag = 5My + My — 2My = 4M, = 4 - 400 = 1600 N-m
Mggc = My — 2My = =M, = —400 N'm

Mg cp = —2My = —2 - 400 = —800 N'm
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PRZYKLAD 2.5

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.10a.
Dane:

a=05m
P =1000 N

a) FP ¢3P

@ 875
T
. L[] ]] B
% 1125
-2125
Rys. 2.10

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.10a. Belka swobodnie podparta jest zginana i $Scinana
W plaszczyznie pionowej. Obcigzenia zewnetrzne (sity skupione pionowe) wywotujg moment
zginajacy 1 sile tnaca. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.10b) i wyznaczamy reakcje
Z rOwnan rownowagi statycznej.

Reakcje

YP,=0: Hy,=0

YMy=0: —2P-2a—3P-4a+P-7a+Vg-8a=0
—4Pa — 12Pa+7Pa+Vg-8a =0
—9Pa+Vg+:-8a =0
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__9Pa

Ve = o = 1.125P = 1.125-1000 = 1125 N
YP,=0: —Vo+2P+3P—-P—Vg=0
_VA + 4p — VE = 0
Vo =4P — Vg = 4P — 1.125P = 2.875P = 2.875-1000 = 2875 N

Rownanie sprawdzajgce

YMc=0: —Vp-4a+2P-2a+P-3a+Vg-4a=0
—2.875P - 4a + 4Pa + 3Pa + 1.125P - 4a = 0
—11.5Pa + 4Pa + 3Pa+4.5Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.10c)

od lewej:

My =0

Mg =V -2a = 2.875P - 2a = 5.75Pa = 5.75-1000 - 0.5 = 2875 N'm

Mc =Vy-4a—2P-2a = 2.875P - 4a — 4Pa = 11.5Pa — 4Pa = 7.5Pa =
=7.5-1000-0.5 = 3750 N'm

Mp =Vp-7a—2P-5a—3P-3a =2875P-7a — 10Pa — 9Pa =
= 20.125Pa — 10Pa — 9Pa = 1.125Pa = 1.125- 1000 - 0.5 = 562.5 N'm

Mg =V,-8a—2P-6a—3P-4a+P-a=2875P-8a—12Pa — 12Pa + Pa =
= 23Pa —12Pa —12Pa+Pa =0

od prawej:

My =—2P-2a—3P-4a+P-7a+Vg-8a =—4Pa—12Pa+ 7Pa + 1.125P - 8a =
= —4Pa —12Pa + 7Pa +9Pa =0

Mg =—-3P-2a+ P-5a+ Vg -6a=—6Pa+5Pa+ 1.125P - 6a =
= —6Pa + 5Pa + 6.75Pa = 5.75Pa = 5.75- 1000 - 0.5 = 2875 N'm

Mc =P-3a+Vg-4a = 3Pa+ 1.125P - 4a = 3Pa + 4.5Pa = 7.5Pa =
=7.5-1000-0.5 = 3750 N'm

Mp = Vg-a = 1.125Pa = 1.125-1000 - 0.5 = 562.5 N'm

Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.10d)

od lewej:

Tagp =V = 2.875P = 2.875-1000 = 2875 N

Tgc = V4 — 2P = 2.875P — 2P = 0.875P = 0.875-1000 = 875 N
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Tecp =Vpy—2P —3P =2.875P — 2P — 3P = —2.125-1000 = —2125 N
Tpg =Vpa—2P—-3P+P=2875P—-2P—-3P+P =-1125P =
= —1.125-1000 = —1125 N

od prawej:

Tpog =2P+3P—-P—Vg=2P+3P—P—1.125P = 2.875P = 2.875-1000 = 2875 N
Tgc =3P —P—Vg=3P—P—1.125P = 0.875P = 0.875-1000 =875 N

Tecp = —P —Vg=—P —1.125P = —2.125P = —2.125-1000 = —2125 N

Tpg = —Vg = —1.125P = —1.125-1000 = —1125 N

PRZYKLAD 2.6

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.11a.
Dane:

a=10m
P=1000 N
Mo = 2Pa = 2000 N'm
a) ¢2P M
VAN | A
4 77
| a | 2a I a |
b) . | 2P oM, |
'Hoa | QD
_________ S AL A -
B c 1y,
oo | i
° 5 A :‘ T500Nm
M| i |
d) i i 1500 :l
| 500 | ! |
r T8 | . [ 500N
S
-1500

Rys. 2.11
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ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.11a. Belka swobodnie podparta jest zginana i $cinana
W plaszczyznie pionowej. Obcigzenia zewnetrzne (sity skupione pionowe i moment skupiony)
wywoluja moment zginajacy i sil¢ tnacg. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.11b)
| wyznaczamy reakcje z rOwnan rOwnowagi statycznej.

Reakcje
> P, =0: Hy=0
YMy=0: —2P-a—2My+Vp-4a=0

—2Pa—-2-2Pa+Vp-4a=0
—2Pa—4Pa+Vp-4a=0
—6Pa+Vp-4a=0 — Vp-4a=6Pa |:4a
Vp =1.5P =1.5-1000 = 1500 N
> P,=0: —Va+2P-Vp, =0
Vo =2P —Vp=2P—15P =0.5P =0.5-1000 =500 N

Rownanie sprawdzajgce

XMy =0: —Vp-4a+2P-3a—-2M;=0
—0.5P-4a+6Pa—2-2Pa=0
—2Pa+6Pa—4Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.11c)

od lewej:

My =0

Mg=V,-a=05P-a=05-1000-1=500N'm

ML =V,-3a—2P-2a=0.5P 3a—4Pa = 1.5Pa — 4Pa = —2.5Pa =
= —2.5-1000-1 = —2500 N'm

Mf =Va-3a—2P-2a+2M, = 0.5P-3a — 4Pa + 2-2Pa = 1.5Pa — 4Pa + 4Pa =
= 1.5Pa =15-1000-1 = 1500 N'm

Mp =Vp-4a—2P-3a+ 2My = 0.5P-4a — 6Pa+ 2-2Pa = 2Pa—6Pa+4Pa=0

od praweyj:

My =—-2P-a—2My+Vp-4a =—-2Pa—2-2Pa+ 1.5P-4a = —2Pa—4Pa+ 6Pa =0

Mg = —2My +Vp-3a=—-2-2Pa+ 1.5P-3a = —4Pa + 4.5Pa = 0.5Pa =
=0.5-1000-1 =500 N'm

M{ =-2My+Vp-a=—2-2Pa+15P-a=—4Pa+ 1.5Pa = —2.5Pa =
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= —2.5-1000-1 = —2500 N'm
Mg =Vp-a=15P-a=15-1000-1=—1500 N'm
MD = O

Wartosci sit tngcych (rys. 2.11d)

od lewej:

Tag = V5 = 0.5P = 0.5 - 1000 = 500 N

Tgp = Va — 2P = 0.5P — 2P = —1.5P = —1.5-1000 = —1500 N

od prawej:
Tag = 2P —Vp = 2P — 1.5P = 0.5P = 0.5- 1000 = 500 N
Tgp = —Vp =—1.5P = —-1.5-1000 = —1500 N
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PRZYKLAD 2.7

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.12a.
Dane:
a=10m

P =1000 N
Mo =Pa =1000 N'm

) 2P oM,
/ ' ro
2 !
P
L2 | e | a |
‘M | |
b A 2P . 2M
' o Ty
VAfA B TP iD
'z | i i
c) | i i
u | T 1000N-m
2000 | 2000
| 3000! i i
d | | | |
) | 1000 ! i i ISOON
T ® | i
-1i0
Rys. 2.12

ROZWI4AZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.12a. Wspornik jest zginany 1 Scinany w plaszczyznie
pionowej. Obcigzenia zewnetrzne (sity skupione pionowe i momenty skupione) wywotuja
moment zginajacy 1 sile tngca. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.12b) i wyznaczamy
reakcje z rOwnan rownowagi statyczne;.

Reakcje
ZPix = 0: HA =0
2P, =0 —=V,+2P—-P=0

Vy=2P—P=P=1000N
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ZMAZO: —MA—ZP'a+P'2a+2M0=O
My = —=2Pa+ 2Pa+2-Pa=2Pa=2-1000-1= 2000 N'm

Rownanie sprawdzajgce
ZMB=0: —MA—VA'a+P'a+2MO=O
—2Pa—Pa+Pa+2Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.12c)
od lewej:
M =0
MX=MA=2Pa=2-1000-1=2000N-m
Mg =My +Vy-a=2Pa+ Pa=3Pa=3-1000-1=3000N-m
Mc =Mp+Vp-2a—2P-a=2Pa+P-2a—2Pa=2Pa=2-1000-1=2000Nm
ML =My+V,y-3a—2P-2a+P-a=2Pa+P-3a—4Pa+Pa=2Pa=
=2-1000-1 = 2000 N'm
MB=MA+VA-3a—2P-2a+P-a—2M0=2Pa+P-3a—4Pa+Pa—2-Pa=
= 2Pa +3Pa—4Pa+Pa—2Pa=0

od prawej:

M) = —Mp —2P-a+P-2a+ 2My, = —2Pa — 2Pa + 2Pa + 2Pa = 0

MY =—-2P-a+P-2a+2M, = —2Pa+ 2Pa+ 2Pa = 2Pa =2-1000-1 = 2000 N-m
Mg =P-a+2M, = Pa+ 2Pa = 3Pa = 3-1000 -1 = 3000 N-m

M¢ = 2M, = 2Pa =2-1000-1 = 2000 N'm

M} = 2My = 2Pa = 2-1000 -1 = 2000 N'm

M5 =0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.12d)

od lewej:

Tag =Vp =P =1000N

Tac =Va—2P=P—2P=—P =—1000N
Tep =Va—2P+P=P—2P+P =0

od prawej:
Tog = 2P —P =P =1000N
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TBC == —P = —1000 N
TCD = 0

PRZYKLAD 2.8

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.13a.
Dane:
a=05m

g =1500 N/m

2
Q

EREERREE

I 2a I 4a I 2a I
| T TR |
| i | J |
! ! Q ! !
b ] ] ) ]
'H, A ¢ L x
fv, B c of E
! ! ' Vo .
', ! ! | |
c) | | | |
M WHJ | | " T500N'm
: @ : |
i 1000: 1250 i i
d | | | | |
) | 1000 | E l i
T & T W\H i T 1000N
-2000

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.13a. Belka wspornikowa jest zginana i $cinana
W plaszczyznie pionowej. Obcigzenia zewnetrzne (sity skupione pionowe i1 obcigzenie roztozone)
wywoluja moment zginajacy 1 site tngcg. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.13b)
I wyznaczamy reakcje z rOwnan rownowagi statyczne;.

Wypadkowe obcigzenia roztozonego

Q=q 4a=1500-4-0.5=3000N
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Q1 =Q,=q*2a=1500-2-0.5=1500N

Reakcje

YP,=0 Hy=0

YMpy=0: —Q-4a+Vy-6a=0
Vp-6a=Q-4a=q-4a-4a=q-16a% |:6a

2
Vp == = 2ga =2-1500- 0.5 = 2000 N
YP,=0. —V,4+Q-Vp,=0

8 12 8 4
Va=Q—-Vp=q-4a—-5qa=—qa—;qa=3qa=

=§- 1500 - 0.5 = 1000 N

Rownanie sprawdzajgce

XMg=0: —Vp-2a—Q-2a+Vy-4a=0
—gqa-Za—q-4a-2a+§qa-4a= 0

—-qa* — 8qa® +§qa2 =0

82— a2+ 22002 = =
5494 5 94 +3qa - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.13c)

od lewej:

MA =0

Mg =V, -2a =3qa-2a =>qa? =2-1500 - 0.5? = 1000 N'm

M =VA-4a—Q1-a=§qa-4a—q-2a-a=1?6qa2—2qa2 =%qa2—§qa2 =
= 2qa® ==-1500-0.52 = 1250 N'm

Mp, =VA-6a—Q-2a=§qa-6a—q-4a-2a=%qa2—8qa2 =

_24 2 _ 24 2 _
=5qa 5 qa =0
ME=VA-8a—Q-4a+VD-2a=§qa-8a—q-4a-4a+§qa-2a=

=33—2qa2 — 16qa® +%qa2 = 33—2qa2 —43—8qa2 +§qa2 =0

od prawej:

My=—Q-4a+Vp-6a=—q 4a-4a+-qa-6a=—16qa’ +=qa> =
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__A8 2,48 2 _

=--5qa"+—-qa" =0
MB:—Q-2a+VD-4a=—q-4a-2a+§qa-4a=—8qa2+33—2qaz=
= —2qa? +>qa? = 2qa® = 2-1500- 0.52 = 1000 N'm
MC=—Qz-a+VD-2a=—q-2a-a+§qa'2a=—an2+1?6qa2=

= —2qa? + = qa? = 2qa® = 21500 - 0.5% = 1250 N'm

MD=0
ME=O

Wartosci sit tngcych (rys. 2.13d)
od lewej:

Tap = Va =3qa =73-1500-0.5 = 1000 N
T]ID=VA—Q=§qa—q-4a=§qa—13—2qa=—gqa=—§-1500-0.5=—2000N
4 8 4 12 8

T§=VA—Q+VD=§qa—q-4a+§qa=§qa—?qa+§qa=O
TDE=VA—Q+VD=§qa—q-4a+§qa=§qa—13—2qa+§qa=0

od prawej:
Tas=Q—Vp=q-4a—7qa==qa—>qa=>qa=7>-1500-05=1000 N
T) = -V, =—§qa=—§-1500-0.5= —2000 N

D=0

TDE:()
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PRZYKLAD 2.9

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.14a.
Dane:
a=05m

q = 2000 N/m
Mo = 2ga® = 1000 N'm

a M,
) / S A
| a I 2a I a |
| | | |
| (e Q, ! |
| —— |
M, Q i |
Dhrd> ; o
A B B =
P i | |
11250 L I
- | b T
d) Lo | i | |
. (e T
T ’ '

Rys. 2.14

RoOZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.14a. Wspornik jest zginany i §cinany w plaszczyznie
pionowej. Obcigzenia zewngetrzne (sita skupiona pionowa, obcigzenie rozlozone, momenty
skupione) wywotuja moment zginajacy 1 site tnacg. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.14b)
1 wyznaczamy reakcje z rownan rownowagi statyczne;.

Wypadkowe obcigzenia roztoZonego
Q=q-2a=2000-2-0.5=2000N
Q:=0Q,=q-a=2000-0.5=1000N



Wielkosci przekrojowe w pretach prostych

Reakcje
Y2P,=0: Hy,=0
ZPL'ZZOI _VA+Q=0

Vp=0Q=q-2a=2000-2-0.5=2000N

$My=0: My—0Q-2a—My=0
My =Q-2a+ My, =q-2a-2a+ 2qa® = 4qa* + 2qa® = 6qa* =
= 62000 0.52 = 3000 N'm

Rownanie sprawdzajgce

YMg=0: My—Vy-a—Q-a—M,=0
6qa’—2qa-a—q-2a-a—2qa®> =0
6ga’® —2qa® —2qa®* —2qa*=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.14c)
od lewej:
ML =0
M} = —M, = —6qa? = —6-2000 - 0.52 = —3000 N'm
Mg = —Mj +V,-a = —6qa® + 2qa - a = —6qa’? + 2qa® = —4qa® =
= —4-2000-0.52 = —2000 N-m
Mg =—My +Vy-2a—Q,-0.5a = —6ga? + 2qa - 2a — qa - 0.5a =
= —6qa’ + 4qa* — 0.5qa? = —2.5qa? = —2.5-2000- 0.5 = —1250 N'm
Mp=—-My+V,y-3a—Q-a=—-6qga’?+2qa-3a—2qa-a = —6qa® + 6qa? — 2qa® =
= —2qa® = —-2-2000-0.52 = —1000 N'm
ML =—Mp+Vy-4a—Q-2a =—6qa®+2qa-4a—2qa-2a =
= —6qa? + 8qa? — 4qa* = —2qa? = —2-2000-0.52 = —1000 N-m
MY =—-Mjy+V,y-4a—Q-2a+ My =—6qa®+ 2qa - 4a — 2qa - 2a + 2qa® =
= —6qa® + 8qa? — 4qa® + 2qa’? =0

od prawej:
M\ = My — Q- 2a — My = 6qa® — 2qa - 2a — 2qa? = 6qa® — 4qa® — 2qa® = 0
MY =—Q-2a— M, = —2qa-2a — 2qa® = —4qa® — 2qa* = —6qa* =
= —6-2000-0.5> = —3000 N'm
Mg =—Q-a—M,=—-2qa-a—2qa* = —2qa* — 2qa® = —4qa® =
= —4-2000-0.5> = —2000 N'm
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M¢ = —Q,-0.5a — My, = —qa - 0.5a — 2qa? = —0.5qa® — 2qa® = —2.5qa? =
= —2.5-20000.52 = —1250 N'-m

Mp = —M, = —2qa® = —2 - 2000 - 0.52 = —1000 N'm

ML = —My = —2qa? = —2-2000 - 0.5 = —1000 N'm

ME=0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.14d)

od lewej:

Tag = V5 = 2qa = 2-2000 - 0.5 = 2000 N
Tpg =Va—Q =2qa—2qa =0

od prawej:
Tag = Q = 2gqa =2-2000-0.5=2000N
TDE - 0
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PRZYKELAD 2.10

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.15a.
Dane:

a=05m
P =1000 N
a=30°
a P 3P
) I 2P . aﬁ
AN AN
7 777
I a | a I a I a I
| | | | |
b P i 3P | | P ---
) | 1 e 20 | a?\Pq X gt P
""""""""""" T~ TTTAT T P
¢A VBfB | DfVD E \
1 Z | : | !
Cc i :-500 E i I
) im\ i 1-250 i [250N'm
M | \k\éf/u)/ | |
d) ; | 375 | |
! L1750 | i i
I @ ——500——1 I1000N
T —
HE o !
| |-1900 ) | 1250 | i
e) i | 2870 i i T1000N
! @ i i
N 1870 .
o ERERRREIRERANEN
Rys. 2.15

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.15a. Belka wspornikowa jest zginana, §cinana i rozciggana
lub $ciskana. Obcigzenia zewngetrzne (sity skupione) wywoluja moment zginajacy, site tnaca 1 sile
osiowa. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.15b) i wyznaczamy reakcje z rownan rownowagi
statycznej.

Sile dziatajaca pod katem « do osi belki nalezy roztozy¢ na dwie sktadowe wzgledem osi X i z:

Px=P-cosa=P-cos30°=P-\/2—§=P-0.87=1000-0.87=870N

P,=P-sina=P-sin30°=P-0.5=1000-0.5=500N
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Reakcje
2P,=0: —Hg+2P+P. =0
—Hg+2P+P-cosa=0
—Hg+2P+087P=0N
Hg = 2P + 0.87P = 2.87P = 2.87 - 1000 = 2870 N
YMg=0: P-a—3P-a+Vp-2a—P,"3a=0
P-a—3P-a+Vp-2a—Psina-3a=0
Pa—3Pa+V,-2a—05P-3a=0
Vb 2a =—Pa+3Pa+ 0.5P-3a =—Pa+ 3Pa+ 1.5Pa
Vp-2a =35Pa |[:2a
Vp =1.75P = 1.75-1000 = 1750 N
>2P,=0. P—-Vg+3P-Vp+P =0
Vg=P+3P—-Vp+P,
Vg =P+ 3P—1.75P + Psina
Vg =P+ 3P —1.75P + 0.5P = 2.75P = 2750 N

Rownanie sprawdzajgce

YMpy,=0: Vg-a—3P-2a+Vp-3a—P,-4a=0
2.75Pa — 6Pa + 1.75P -3a — Psina-4a =0
2.75Pa — 6Pa + 5.25Pa — 0.5P -4a =0
2.75Pa — 6Pa + 5.25Pa—2Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.15¢C)

od lewej:

Mp=0

Mg =—P-a=-1000-0.5=—-500 N'm

M¢c =—-P-2a+Vg-a=—2Pa+ 2.75Pa = 0.75Pa = 750+ 0.5 = 375 N'm

Mp=—-P-3a+Vg-2a—3P-a=—-3Pa+ 2.75P - 2a — 3Pa = —3Pa + 5.5Pa — 3Pa =
= —0.5Pa = —-0.5-1000-0.5 = =250 N'm

Mg =—-P-4a+Vg-3a—3P-2a+Vy-a=—-4Pa+ 2.75P-3a —6Pa+ 1.75P -a =
= —4Pa + 8.25Pa — 6Pa + 1.75Pa =0

od prawej:
My=Vg-a—3P-2a+Vp-3a—PF,-4a = 2.75P -a — 6Pa+ 1.75P -3a — 0.5P - 4a =
= 2.75Pa — 6Pa + 5.25Pa — 2Pa =0
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Mg =-3P-a+Vp-2a—P,-3a =—-3Pa+ 1.75P-2a — 0.5P - 3a =
= —3Pa + 3.5Pa — 1.5Pa = —Pa = —1000- 0.5 = =500 N'm
Mc=Vp-a—P,-2a=175P-a—0.5P2a =1.75Pa — Pa = 0.75Pa =
=(0.75-1000-0.5 =375 N'm
Mp =—-P,-a=-0.5P-a=-0.5-1000-0.5=—-250 N'm
Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.15d)

od lewej:

Tag = —P = —1000 N

Tgc = —P+Vg=—-P+2.75P =1.75P = 1.75-1000 = 1750 N
Tep=—P+Vg—3P=—-P+2.75P —3P = —-1.25P = —1.25-1000 = —-1250 N

Tpg = —P + Vg — 3P + Vy = —P + 2.75P — 3P + 1.75P = 0.5P = 0.5 - 1000 = 500 N

od prawej:

Tag = Vg + 3P —Vp+ P, = —2.75P + 3P — 1.75P + 0.5P = —P = —1000 N
Tge =3P —Vp + P, =3P —1.75P 4+ 0.5P = 1.75P = 1.75- 1000 = 1750 N
Tep = —Vp + B, = —1.75P + 0.5P = —1.25P = —1.25- 1000 = —1250 N

Tpg = B, = 0.5P = 0.5- 1000 = 500 N

Wartosci sit osiowych (rys. 2.15¢e)

od lewej:

Npag =0

Npc = Hg = 2.87P = 2.87-1000 = 2870 N

Ncg = Hg — 2P = 2.87P — 2P = 0.87P = 0.87 - 1000 = 870 N

od praweyj:

Npg = —Hg + 2P + P, = —2.87P + 2P + 0.87P = O N

Ngc =2P + P, =2P +0.87P = 2.87P = 2.87-1000 = 2870 N
Ngg = P, = 0.87P = 0.87 - 1000 = 870 N
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PRzYKLAD 2.11

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej na rys. 2.16a.
Dane:

a=05m
P = 1000 N
a) lP 3P ¢2P
VAN A
7z
l a I a I a I a I
b) | P i 2P
) Aoy A NN {
v 1A B C DT Vo IE
' | | | i
c) | Z | i 1000 |
: | | . 1 500N'm
Mo - ' . :
- L[ el ]] | !
! i 500 ! |
d i : l | 2000 |
) | 000 | ! T 1000N
T ' %
-3000
Rys. 2.16

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.16a. Belka wspornikowa jest zginana i $cinana
W plaszczyznie pionowej. Obcigzenia zewnetrzne (sity skupione pionowe) wywotujg moment
zginajacy 1 sile tnaca. Rysujemy schemat obliczeniowy (rys. 2.16b) i wyznaczamy reakcje
Z rOwnan rownowagi statycznej.

Reakcje podporowe

Y2P,=0: Hp,=0

YMpy=0: —P-a—3P-2a+Vy-3a—2P-4a=0
Vp:3a = Pa+ 6Pa + 8Pa
Vp-3a = 15Pa
Vp =5P =5-1000 = 5000 N

2P, =0 —=Va,+P+3P-Vp+2P=0
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Vo=P+3P—5P+2P =P =1000N

Rownanie sprawdzajgce

YMg=0: —-Vy-a—3P-a+Vp-2a—2P-3a=0
—P-a—-3Pa+5P-2a—6Pa=0
—Pa —3Pa+ 10Pa—6Pa —» 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.16¢)
od lewej:
My=0
Mg =Vp-a=P-a=1000-0.5=500Nm
Mc =Vp-2a—Pa=P-2a—Pa=Pa=1000-0.5=500N'm
Mp=Vp,-3a—P-2a—3P-a=P-3a—2Pa—3Pa=-2Pa=
= —2-1000-0.5=-1000 N'm
Mg =Vp-4a—P-3a—3P-2a+Vp-a=P-4a—3Pa—6Pa+5P-a=0

od prawej:

My =—-Pa—3P-2a+Vy-3a—2P-4a = —Pa—6Pa+ 5P 3a—8Pa =
= —Pa — 6Pa + 15Pa —8Pa =0

Mg =-3P-a+Vp-2a—2P-3a =—-3Pa+ 5P+ 2a—6Pa=
= —3Pa + 10Pa — 6Pa = Pa = 1000- 0.5 = 500 N'm

Mc=Vp-a—2P-2a=5P-a—4Pa = Pa=1000-0.5=500Nm

Mp = —2P-a=-2-1000-0.5= 1000 N'm

Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.16d)

od lewej:

Tag =Vp =P =1000N

Tegc =Vo—P=P—P=0
Tep=Vpa—P—-3P=P—-P—-3P=-3P=-3-1000 = —-3000 N
Tog=Va—P—3P+Vp=P—P—3P+5P=2P=2-1000=2000N

od prawej:
Tag=P+3P—-V,+2P=P+3P—-5P+2P =P =1000N
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Tgc =3P —Vp+2P =3P —5P +2P =0
Tep = —Vp + 2P = —=5P + 2P = —3-1000 = —3000 N
Tpg = 2P = 2+ 1000 = 2000 N

PRZYKLAD 2.12

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przedstawionej rys. 2.17a.
Dane:
a=1m

P =1000 N
q=0.52 = 500 N/m
Mo =4Pa = 4000 N-m

a) qM
EEEREER p
%5% ZENN = AN
2a

7
| a2 | &
BRI | i
RS RS | |
o) Q| i i
HA__I # | MU ED EE X
N YN = " S Y N A R 1
AR E A TVE
2o i i |
| | 1-2000 . |
R 1) | R RN R
M | ' 5
d) i i 2000 = i :l
T WMH STTT] T 500N
-500 o 500

-1500

Rys. 2.17

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny pokazano na rys. 2.17a. Belka swobodnie podparta jest zginana i $cinana
W plaszczyznie pionowej. Obcigzenia zewngtrzne (sity skupione pionowe, obcigzenie roztozone,
moment skupiony) wywoluja moment zginajacy i sit¢ tngca. Rysujemy schemat obliczeniowy
(rys. 2.17b) 1 wyznaczamy reakcje z rOwnan rownowagi statyczne;.
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Wypadkowe obcigzenia roztozonego
Q=q-2a=500-2-1=1000N
Q1=0Q,=q-a=500-1=500N

Reakcje
> P, =0: Hy=0
YMy=0: —Q-a—My+P-3a+Vg-4a=0

Vgr4da=Q-a+My—P-3a
VE-4a=q-2a-a+4Pa—3Pa=O.5§-2a-a+4Pa—3Pa=
= Pa + 4Pa — 3Pa = 2Pa
Vg =0.5P =0.5-1000 =500 N
Y2P,=0: —Vpa,+Q—-P—-Vg=0
VA=Q—P—VE=q-2a—P—O.5P=O.5§-2a—P—O.5P=—0.5P
Vp =—=0.5P =—-0.5-1000 = =500 N

Réwnanie sprawdzajace

YMg=0: —Vp-4a+Q-3a—My—P-a=0
0.5P-4a+q-2a-3a—4Pa—Pa=0
2Pa+0.5~-2a-3a—4Pa—Pa =0
2Pa+3Pa—4Pa—Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 2.17¢)
od lewej:
My =0
Mg=V,-a—Q,-05a=—-05P-a—q-a-0.5a= —0.5Pa—0.5§-a-0.5a=
= —0.5Pa — 0.25Pa = —0.75Pa = —0.75-1000-1 = =750 N'm
Mlc =VA-2a—Q-a=—0.5P-2a—q-2a-a=—Pa—O.5-§-2a-a=—Pa—Pa=
= —2Pa=-2-1000-1 = —2000 N'm
Mg =Vp-2a—Q-a+My=-05P-2a—q-2a-a+4Pa =
= —Pa—0.5-§-2a-a+4Pa= —Pa —Pa+ 4Pa = 2Pa=2-1000-1 = 2000 N'm
Mp=Vp-3a—Q-2a+My,=—-05P-3a—q"2a-2a+4Pa =
=—1.5Pa—-0.5" g +2a-2a + 4Pa = —1.5Pa — 2Pa + 4Pa = 0.5Pa =
=0.5-1000-1 =500 N'm
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Mg =Vp-4a—-Q-3a+My+P-a=—-05P-4a—q-2a-3a+4Pa+ Pa =
=—2Pa—0.5-§-2a-3a+4pa+Pa=—2Pa—3Pa+4Pa+Pa=0N-m

od prawej:
My=—-Q-a—My+P-3a+Vg-4a=—q 2a-a—4Pa+ 3Pa+ 0.5P4a =
= —0.5-Z-2a-a—4Pa+3Pa+2Pa = —Pa — 4Pa + 3Pa + 2Pa = 0 N'm
Mg =—-Q,-05a—My+P-2a+Vg-3a=—q-a-0.5a—4Pa+ 2Pa + 0.5P - 3a =
= —0.5-~-a-0.5a — 4Pa + 2Pa + 1.5P = —0.25Pa — 4Pa + 2Pa + 1.5Pa =
= —0.75Pa = —0.75-1000-1 = =750 N'm
Mé=—M0+P-a+VE-2a=—4Pa+Pa+O.5P-2a=—4Pa+Pa+Pa=
= —2Pa=-2-1000-1=—-2000 N'm
Mg=P-a+VE-2a=Pa+0.5P-2a=Pa+Pa=2Pa=2-1000-1=2000N-m
Mp=Vg-a=05P-a=05-1000-1= 500 N'm
Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 2.17d)

od lewej:

Ty =V4=-05P =-0.5-1000 = =500 N

Tep =Va—Q = —0.5P —q-2a = —0.5P—o.5-§-2a =—05P—P=-15P =
= —1.5-1000 = —1500 N

Tog =Va—Q+P=-05P—q-2a+P=-05P —05-2-2a+P =
=—05P—-P+P=-0.5P=-0.5-1000 = =500 N

od prawej:

Ta=Q—-P—Vg=q-2a—P—05P=05-=-2a—P—0.5P=P—P—05P =
= —0.5P = —0.5-1000 = —500 N

Tep = —P — Vg = —P — 0.5P = —1.5P = —=1.5- 1000 = —1500 N

Tpe = —Vg = —0.5P = —0.5- 1000 = —500 N
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3.

WIELKOSCI PRZEKROJOWE W BELKACH
PRZEGUBOWYCH

Belki przegubowe s3 uktadami belek potaczonych przegubowo ze sobg i podpartych tak, ze caty
uktad jest geometrycznie niezmienny i statycznie wyznaczalny (przyktad na rys. 3.1).

Reakcje w belkach przegubowych (najczesciej wieloprzestowych) mozna wyznaczy¢ dwoma
sposobami:
1) sformulowanie trzech rownan rownowagi statycznej (2.1) dla belki przegubowej oraz
dodatkowych réwnan postulujacych zerowanie momentoéw zginajagcych w przegubach,
2) podzial belki przegubowej na belki proste, uwzglednienie reakcji w przegubach,
sformutowanie rownan rownowagi statycznej (2.1) dla kazdej z belek.

Wielkosci przekrojowe w belkach przegubowych obliczane sg analogicznie, jak w przypadku
belek prostych (rozdziat 2).

v il ;
PR EEEEN

T

AN

Rys. 3.1
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PRzYKLAD 3.1

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przegubowej przedstawionej na rys. 3.2a.
Dane:

a=10m
P =2000 N
Dy I
4 I A
V2L
—a J. a || a |
:‘M i :p |
b A 1 I
oD B l C___ D x
v E v
I 11 |
TZ i IP :
c) | * ______ i C_____ D__ x
 Vey He | VJ
M, Ve
H.r | Hs B : '
viA T
'z i i i
R i i T500N'm
M :\\H\Lu\ ; :
e irs
e) l 1000 | i I500|\|
I I

Rys. 3.2

ROZWIAZANIE

Belka przegubowa poddana jest dziataniu sity pionowej. WielkoSciami przekrojowymi sa
moment zginajacy i sita tnaca.

Przed przystgpieniem do wyznaczania wielkosci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 3.2b i 3.2c).
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Reakcje

sposob I (rys. 3.2b):

1) %P, =0: Hy=0

2) YP,=0: —Va+P—-Vp=0

3) XMy=0: Mpy—P-2a+Vp-3a=0
4) X Mg=0: ~P-a+Vp-2a=0

z rownania 4)

Vp-2a=Pa [:2a - Vp=0.5P=0.5-2000=1000N

Z rdwnania 2)

—Va+P—-05P=0 - V,=P—-05P=05P=0.5-2000=1000N

Z rdwnania 3)

Mp —2Pa+0.5P-3a =0

My = 2Pa — 1.5Pa = 0.5Pa = 0.5-2000- 1.0 = 1000 N'm

Rownanie sprawdzajgce

XMp=0: Mpy—Vp-3a+P-a=0
0.5Pa—0.5P-3a+Pa=0
0.5Pa—-15Pa+Pa=0 - 0=0

sposob 11 (rys. 3.2c):

1) Hy = HE
2) Vg = Vg
belka |

4)ZPiZ:0: —VA—Vé =0 - VA:_VP,,
5)ZMA:0 MA+VP,,a:0 i MA=—V]§-(1

belka 11

6) Y P, =0: HI =0

NYP,=0: Vg +P—-Vp=0

8 XM, =0: Vg-2a+P-a=0 - Vg -2a=—-Pa
Vg = —0.5P = —0.5-2000 = —1000 N

|: 2a
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Z robwnania 7)

Vp=Vg +P =—-05P+P =0.5P=0.5-2000 =1000N
Z rébwnan 1), 3) i 6)

Hy =0

Hy=0

Zroéwnan 2) i 4)

Vg = —0.5P = —1000 N

Vo = —Vg =0.5P = 0.5-2000 = 1000 N
Z rownania 5/

My =—-Vg-a=05P-a=0.5-2000-1.0 =1000 N'm

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 3.2d)

od lewej:

M =0

M} = —M, = —0.5Pa = —0.5-2000- 1.0 = —1000 N'm

Mg =—Mp+Vp-a=-05Pa+05P-a=0

Mc = —Mj + V- 2a = —0.5Pa + 0.5P - 2a = —0.5Pa + Pa = 0.5Pa = 0.5-2000- 1.0 =
= 1000 N'm

Mp =—Mpy+Vy-3a—P-a=-05Pa+0.5P -3a—Pa=-0.5Pa+ 1.5Pa—Pa=0

od prawej:
My =M, —P-2a+Vp-3a = 0.5Pa —2Pa+ 0.5P - 3a = 0.5Pa — 2Pa + 1.5Pa = 0
MR =—P-2a+Vp-3a=—2Pa+05P -3a=-2Pa+ 1.5Pa = —0.5Pa =

= —0.5-2000-1.0 =-1000 N'm
Mg=P-a+Vp-2a=—-Pa+05P-2a=—-Pa+Pa=0
Mc=Vp-a=05P-a=05-2000-1=1000N'm
Mp=0

Wartosci sit tngcych (rys. 3.2€)

od leweyj:

Tac = V. = 0.5P = 0.5 - 2000 = 1000 N

Tep =Vy—P =0.5P —P = —0.5P = —0.5 - 2000 = —1000 N
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Wielkosci przekrojowe w belkach przegubowych

a=05m
P =1000 N

Wyznaczy¢ wartosci wielkosci przekrojowych w belce przegubowej przedstawionej na rys. 3.3a.

Toc=P—-Vp=P—05P=0.5P=0.5-2000=1000N
Dane:

Tep = —Vp = —0.5P = —0.5 - 2000 = —1000 N

PRZYKLAD 3.2

od prawej:

-333.3
Rys. 3.3
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ROZWIAZANIE

Belka przegubowa poddana jest dzialaniu sit pionowych. Wielkosciami przekrojowymi sa
moment zginajacy i sita tnaca.

Przed przystapieniem do wyznaczania wielkosci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje (rys.
3.3bi3.3c).

Reakcje

sposob I (rys. 3.3b):

1) 3P, =0: Hy=0

)Y P, =0 —Va+3P—Vc+P—Vp=0 - —Voa+4P—Ve—Vp=0

AXMp=0: =3P-2a+V:-3a—P-5a+Vg-7a=0
—6Pa+V:-3a—5Pa+Vg-7a =0
—11Pa+Vc-3a+Ve-7a=0

HYME=0: —P-a+Vz-3a=0
Ve-3a=Pa |:3a - VF=§P=§-1000=333.3N

Z rownania 3)
~11Pa+V¢-3a+3P-7a =0
~11Pa+Vc-3a+2Pa=0 - —ZPa+Vc-3a+-Pa=0
—23—6Pa+VC-3a=O

Ver3a=2Pa [:3a - Vc=2P=29P =29-1000 = 2900 N

Z rdwnania 2)

—VA+4P—§P—§P=0 > VA=3§P—2§P—§P=§P=0.78-1000=780N

Rownanie sprawdzajgce
YMp=0: —Vp-7a+3P-5a—V:4a+P-2a=0
—ZP-7a+15Pa —="P-4a+2Pa =0

—%Pa+ 15Pa—%Pa+ 2Pa =0

—2pa+2pa—2pa+2pa=0 - 0=0
9 9 9 9

sposob I (rys. 3.3c):
1) Hp = HY
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V=V

belka |

)% P, =0 H\—H,=0 — Hy=H,

HYP, =0 —Va+3P—Vc—V,=0

5)YMy=0: —3P-2a+Ve-3a+V,-4a=0 — —6Pa+Ve-3a+V,-4a=0

belka Il

6) X P, =0: Hj=0

NEP,=0: Vi+P—Ve=0

8 Y Mp=0: V)y-3a+P-2a=0 - Vy-3a=-2Pa |[:3a
Vé'=—%P=—O.67P=—O.67'1000=—67ON

Z rdwnania 7)
—ZP+P—Vp=0 - —2P+2P-V;=0

Ve =-P=21-1000 = 333.3 N
3 3

Z rownania 2)

Vy=V) =—2P=-067-P=—-0.67-1000 = —670 N
3

Z rdwnania 5)
—6Pa+Ve-3a—=P-4a=0
8 18 8
—6Pa+VC-3a—§Pa=O - —?Pa+VC-3a—§Pa=O
—2Pa+Ve-3a=0 - Vc-3a=2Pa |:3a

Ve=2P =29P =29-1000 = 2900 N

Z rdwnania 4)
~Va+3P—2P+2P =0
—Va+Zp-Xp4ip=0

9 9 9
~Va+2P =0

Vo= %P =0.78P = 0.78-1000 = 780 N
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Wartosci momentow zginajgcych (rys. 3.3d)

od lewej:

M, =0

Mg =V,-2a=2P-2a==Pa="=-1000-05=777.8N'm

Mc=Vy-3a—3P-a=2P-3a—3Pa==>Pa—=>Pa=—2Pa=—5-1000-05 =
= —3333Nm

Mp=Vs-4a—3P-2a+Vc-a=2P-4a—6Pa+=P-a=2Pa—=Pa+2P-a=0

Mg =Va-5a—3P-3a+Vc-2a=2P-5a—9Pa+=P-2a=2Pa—>Pa+=Pa=
=2Pa =2-1000-0.5 = 3333 N'm

Mg =Va-7a—3P-5a+V;-4a—P-2a=2P-7a—15Pa+=P-4a—2Pa =
:?Pa—%sPa+%Pa—%8Pa=0

od prawej:

My =—3P-2a+V;-3a—P-5a+Vp-7a=—6Pa+>P-3a—5Pa+;P-7a=
=—5?4Pa+79—8Pa—2—5Pa+%1Pa:0

Mg=Vc-a—P-3a+V;-5a=2"Pa—3Pa+;P-5a==Pa—2Pa+—Pa=
= > Pa="=-1000-0.5=777.8N'm

Mc = —P-2a+Vy-4a=—2Pa+:P-4a=—3Pa+7Pa=—>Pa=—=-1000-0.5 =
= —333.3N'm

Mp = —Pa+Vg-3a=—Pa+:P-3a=—Pa+Pa=0

Mg =Vg-2a=7P-2a=2Pa=2-1000-0.5 = 3333 N'm

MF=O

Wartosci sit tngcych (rys. 3.3e)

od lewej:

Tap = Va = 2P =2-1000 = 777.8 N

Toc=Vy—3P=2P—-3P=2p-2p=_2p=_22.1000 = —2222.2N
9 9 9 9 9

Teg =Va—3P+Vc=2P—3P+2P=2P—-2P+2p=2pP=2-1000 = 666.7 N

Tep=Va—3P+Ve—P=2p-3p+2p_p=lp_2p 2p_2p_
9 9 9 9 9 9
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=_3p= —§P = —§- 1000 = —333.3 N

od prawej:
Tap =3P —Vc+P—Vg=3P—-2P+P—-P=2p-2p_2p—>p=

=§P =g-1000 = 7778 N

Togc=—Ve+P—Vei=—2P+P—_P=-2p42p-2p=-22p=

= —? 1000 = —2222.2 N

Teg=P—Vp=P—3P=2P=2-1000 = 666.7 N

1

Tgp = —Vp = —3P = —2-1000 = —333.3N
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PRZYKELAD 3.3

LS

lZP

6000 N'm

1000 N

a=10m

Mo = 6Pa
VAN

Wyznaczy¢ wartosci wielkos$ci przekrojowych w belce przegubowej przedstawionej na rys. 3.4a.
P

Dane:
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Rys. 3.4

Rozwi4z4ANIE

Belka przegubowa poddana jest dziataniu sit pionowych i momentu skupionego. Wielko$ciami

przekrojowymi Sa moment zginajacy i sita tnagca.
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Przed przystgpieniem do wyznaczania wielkosci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 3.4b i 3.4c).

Reakcje

sposob I (rys. 3.4b):

)Y P, =0: Hy=0

Y P, =0 Vo=Vp+2P—Ve+P V=0 - Vy—Vp+3P—Ve—V;=0

)Y Mp=0: Vo-3a—My—2P-a+Vp-2a—P-4a+V;-5a =0
Vo-3a—My—6Pa+Vg-2a+V;-5a=0

HYME=0: Vy-2a—My=0

5/%Mi=0: —P-a+V;-2a=0

z rownania 4)

Var2a=My — Vp-2a=6Pa |[:2a — Vp=3P=3-1000=3000N

z rOwnania 5)

—P-a+Vi-2a=0 - Vi-2a=Pa [:2a - V;=3P=-1000=>500 N

Z rownania 3)
3P-3a—6Pa—6Pa+ Vi 2a+-P-5a=0
9Pa — 6Pa —6Pa+Vg-2a+25Pa=0 - Vg-2a—05Pa=0
Vg-2a=05Pa [:2a - Vg=0.25P =0.25-1000 = 250 N

Z rdwnania 2)
3P -Vp+3P—-025P—-05P =0
525P-Vp=0 - Vp=525P =5.25-1000=5250N

Rownanie sprawdzajgce

YMp=0: —My+Vp-3a—2P-4a+Vg-5a—P-7a+V;-8a=0
—6Pa + 5.25P -3a — 8Pa + 0.25P - 5a — 7Pa + 0.5P -8a =0
—6Pa + 15.75Pa — 8Pa + 1.25Pa — 7Pa+4Pa=0 - 0=0

sposob I (rys. 3.4¢):
1) H; = H{
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AV =V
3) H, = HY
BV =V

belka |

5)YP,=0: —HL=0 - H:.=0

B)NP,=0: Va—Vi=0 - Vy=VW

NEMy=0 —My+Vi-2a=0 - Vi-2a=M,=6Pa |:2a
Vi =3P =3-1000 = 3000 N

Z rdbwnania 6)

Vo =Vs=3P =3-1000 = 3000 N

belka Il
8)Y P, =0: H +Hp—H; =0

uwzgledniajac rownania 1) i 5)
Hf =0
O+Hp—HL=0 - Hp=H,

YYP, =0 V/—Vp+2P—Ve—Vi=0

uwzgledniajac rownania 2) i 6)
Ve=Vi =V, =3P =3-1000 = 3000 N

10) ¥ My, = 0: VY -a—2P-a+Ve-2a+V,-3a=0
3Pra—2P-a+Vg-2a+V;-3a=0 - Pa+Vg-2a+V;-3a=0

belka Ill

1) X P, = 0:HY =0

12)Y P, =0Vl +P—V;=0

)YXM, =0:Vg-2a+P-a=0 - Vi-2a=-Pa |:2a
Vg = —0.5P = —0.5-1000 = —500 N
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Z rdwnania 12)
—05P+P—-V;=0 — 05P—V, =0
V; =0.5P =0.5-1000 =500 N

Z rbwnan 4) i 10)
Ve =Vi =—0.5P =—-0.5-1000 = =500 N
Pa+Vg-2a—05P-3a=0 - Pa+Vg-2a—15Pa=0
—0.5Pa+Vg-2a=0 — Vg-2a=0.5Pa |:2a
Vg = 0.25P = 0.25-1000 = 250 N

Z rbwnania 9)
3P —-Vp+2P—-0.25P+05P =0
525P-Vp =0 - Vp=5.25P =5.25-1000 = 5250 N

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 3.4d)

od lewej:

My =0

My =-V,-a=-3P-a=-3-1000-1= —3000 N'm

MY =-Vy-a+My=—-3P-a+6Pa=3Pa=3-1000"1.0 =3000 N'-m

Mc ==V 2a+ My =—3P-2a+ 6Pa =—6Pa+6Pa=0

Mp = =V, -3a+ My = —3P -3a + 6Pa = —9Pa + 6Pa = —3Pa =
= —3-1000-1.0 = —=3000 N'm

Mg = -V, -4a+My+Vp-a=-3P-4a+ 6Pa+ 5.25P-a = —12Pa + 6Pa + 5.25Pa =
= —0.75Pa = —0.75-1000-1 = =750 N'm

Mg =—=Vp-5a+ My +Vp-2a—2P-a=-3P-5a+ 6Pa+ 5.25P2a—2Pa =
= —15Pa + 6Pa + 10.5Pa — 2Pa = —0.5Pa = —0.5-1000- 1.0 = =500 N'm

Mg =—-Vp-6a+My+Vp-3a—2P-2a+Vg-a=-3P-6a+ 6Pa+ 525P 3a—
+4Pa + 0.25P -a = —18Pa + 6Pa + 15.75Pa — 4Pa + 0.25Pa = 0

My=-Vp-7a+My+Vp-4a—2P-3a+Vg-2a =—-3P-7a+ 6Pa + 5.25P - 4a —
+6Pa + 0.25P - 2a = —21Pa + 6Pa + 21Pa — 6Pa + 0.5Pa = 0.5Pa =
=0.5-1000-1.0 =500 N

My=—-V,-8a+My+Vp-5a—2P-4a+Vg-3a—P-a=-3P-8a+ 6Pa+
+5.25P - 5a — 8Pa + 0.25P - 3a — Pa = —24Pa + 6Pa + 26.25Pa — 8Pa +
+0.75Pa — Pa =0
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od prawej:

Mpy=—-My+Vp-3a—2P-4a+Vg-5a—P-7a+V;-8a =—6Pa+ 5.25P - 3a — 8Pa +
+0.25P - 5a — 7Pa + 0.5P - 8a = —6Pa + 15.75Pa — 8Pa + 1.25Pa — 7Pa +
+4Pa =0

My =-My+Vp-2a—2P-3a+Vz-4a—P-6a+V,-7a = —6Pa + 5.25P - 2a — 6Pa +
+0.25P - 4a — 6Pa + 0.5P - 7a = —6Pa + 10.5Pa — 6Pa + Pa — 6Pa + 3.5Pa =
= —3Pa =-3-1000-1.0 = —3000 N'-m

MY =Vy-2a—2P-3a+Vg-4a—P-6a+V; 7a=7525P 2a — 6Pa+ 0.25P - 4a —
+6Pa + 0.5P - 7a = 10.5Pa — 6Pa + Pa — 6Pa + 3.5Pa = 3Pa =
=3-1000-1 =3000 N'm

Mc=Vp-a—2P-2a+Vg-3a—P-5a+V;-6a=525P -a—4Pa+ 0.25P - 3a —
+5Pa + 0.5P - 6a = 5.25Pa — 4Pa + 0.75Pa — 5Pa + 3Pa =0

Mp=—-2P-a+Vg-2a—P-4a+V;-5a = —2Pa + 0.25P - 2a — 4Pa + 0.5P - 5a =
= —2Pa + 0.5Pa — 4Pa + 2.5Pa = —3Pa = —3-1000- 1.0 = —3000 N'm

Mg =Vg-a—P-3a+V;-4a = 0.25P-a — 3Pa + 0.5P - 4a = 0.25Pa — 3Pa + 2Pa =
= —(0.75Pa = —0.75-1000 - 1.0 = =750 N'm

My =—P-2a+V;-3a=—-2Pa+ 0.5P-3a =—-2Pa+ 1.5Pa = —0.5Pa =
= —0.5-1000-1.0 = =500 N'm

Mg =—-P-a+V;-2a=—-Pa+05P-2a=—-Pa+Pa=0

My =Vi-a=05P-a=0.5-1000-1.0 =500 N'm

M =0

Wartosci sit tngcych (rys. 3.4€)
od leweyj:
Tap = —V5 = —3P = —3-1000 = —3000 N
Tpg = —Va + Vp = —3P + 5.25P = 2.25P = 2.25- 1000 = 2250 N
Tge = —Va + Vp — 2P = —3P + 5.25P — 2P = 0.25P = 0.25- 1000 = 250 N
Tew = —Va + Vp — 2P + Vg = =3P + 5.25P — 2P + 0.25P = 0.5P = 0.5 - 1000 = 500 N
Tar = —Va+Vp—2P+Vg—P = —3P +5.25P — 2P + 0.25P — P = —0.5P =
= —0.5-1000 = =500 N

od prawej:
Tap = —Vp + 2P—Vg + P—V; = =5.25P + 2P — 0.25P + P — 0.5P = —3P =
= —3-1000 = —3000 N
Tpg = 2P—Vg 4+ P—V; = 2P — 0.25P + P — 0.5P = 2.25P = 2.25- 1000 = 2250 N
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Tep = —Vg + P—V; = —0.25P + P — 0.5P = 0.25P = 0.25 - 1000 = 250 N
Tey = P=V; = P — 0.5P = 0.5P = 0.5 - 1000 = 500 N
Ty = —V; = —0.5P = —0.5- 1000 = —500 N
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PRzZYKLAD 3.4

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla belki przegubowej przedstawionej na rys. 3.5a.

Dane:

a=10m

1000 N/m
Mo = ga® = 1000 N'm

q:
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x4 > e}
H il
L F\ (o) _—
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e} w O Il
T | D_m_--- =TT D_m ..........................
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=, | =, | g gk
RN,/ SRUEEEEEN: 4 -
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S A< N =S ._nn| N
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T T =
fo ) e

-750

Rys. 3.5
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ROZWIAZANIE

Belka przegubowa poddana jest dziataniu momentu skupionego Oraz obcigzenia rownomiernie
roztozonego na odcinku a. Wielkos$ciami przekrojowymi sg moment zginajacy i sifa tngca.

Przed przystapieniem do wyznaczania wielko$ci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 3.5b i 3.5¢).

Q=q-a=1000-1.0=1000N
Q1 =0Q,=q-0.5a=0.5ga =0.5-1000-1.0 =500 N

Reakcje podporowe

sposob I (rys. 3.5b):

D)YP,=0: H,=0

NP, =0 —Va4+Q—-Vp=0

AYXMp,=0: My —My—Q-35a+Vz-4a=0
HYME =0 —Q-15a+Vg-2a=0

Z rdwnania 4)
—Q-15a+Vg-2a=0 - Vg-2a=0Q-15a |:2a
Vg =0.75Q =0.75-q-a=0.75-1000-1.0 = 750 N

Z rownania 3)
My—My—Q-35a+Vs-4a=0 — My=My+Q 3.5a—"Vs4a
M, = qa® + qa - 3.5a — 0.75qa - 4a = qa? + 3.5qa? — 3qa® = 1.5qa* =
= 1.5-1000"1.0> = 1500 N

Z rdwnania 2)
VatQ—-Vp=0 - Va=0Q-V
Vpo = qa — 0.75qa = 0.25qa = 0.25-1000- 1.0 = 250 N

Rownanie sprawdzajace

YMp=0: My—Vy-3a—My—Q-05a+Vg-a=0
1.5qa%? — 0.25qa - 3a — qa? — qa - 0.5a + 0.75qa-a =0
1.5qa? — 0.75qa® — qa®? — 0.5qa® + 0.75qa*> - 0=0
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sposob II (rys. 3.5¢):

1)H, = H¢
Ve =1
belka |

3)2Pix:0: HA—H(’:=0 - HAzHé
4)2PiZ=O: _VA_VC,:() i VA:—Vé
5)ZMA=O MA—M0+Vé'2a=0

belka Il

6)Y Py = 0: H =0

NYP,=0: VV+Q—-Veg=0

8) Y Mp=0: V/-2a+Q-05a=0

Z robwnania 8)
VY-2a+Q-05a=0 - V/-2a=-0-05a |:2a
V¢ =-0.25Q = —-0.25-q-a = —0.25-1000- 1.0 = =250 N

Z rownania 7)
Ve +Q—Ve=0
Vg = V¢ +Q = —0.25qa + qa = 0.75ga = 0.75- 1000 - 1.0 = 750 N

z rownan 1), 3) i 6)

Hy=Hi=H{ =0

Z rownania 2)

V¢ =V¢ =—-0.25qa = —250 N

Z rdwnania 5)
My—My+V,-2a=0
My = My — V¢ - 2a = qa® + 0.25qa - 2a = qa® + 0.5 - qa® = 1.5qa? =
=1.5-1000-1.0 = 1500 N

Z rownania 4)

Vp = —V¢ = 0.25qa = 0.25-1000 - 1.0 = 250 N
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Wartosci momentow zginajgcych (rys. 3.5d)

od lewej:

ML =0

MP = —M, = —1.5ga? = —1.5 - 1000 - 1.02 = —~1500 N'm

My = —M, +V,+a = —1.5qa? + 0.25qa - a = —1.5qa® + 0.25qa® = —1.25qa? =
= —1.25-1000-1.0> = —1250 N'm

M = —Mj +Vy-a+ M, = —1.5qa* + 0.25qa - a + qa® = —0.25qa* =
= —0.25-1000 - 1.0> = —250 N'm

Mc = —My + Vp - 2a + My = —1.5ga? + 0.25qga - 2a + qa? =
= —1.5qa? + 0.5ga? + qa? = 0

Mp = —My + V- 3a + My = —1.5gqa® + 0.25qa - 3a + qa® =
= —1.5qa? + 0.75qa + qa* = 0.25qa® = 0.25-1000 - 1.0> = 250 N'm

Mg = =My +V, - 3.5a + My — Q, - 0.25a = —1.5ga® + 0.25qa - 3.5a + qa? —
+0.5ga - 0.25a = —1.5qa? + 0.875qa? + qa? — 0.125ga? = 0.25qa? =
=0.25-1000-1.02 = 250 N'm

Mg = —My + Vs 4a + My — Q, - 0.5a = —1.5qa? + 0.25qa - 4a + qa? — qa - 0.5a =
= —1.5qa? + qa? + qa*? — 0.5qa* = 0

od prawej:
M\ = My — My — Q -3.5a + Vg - 4a = 1.5qa® — qa® — qa - 3.5a + 0.75qa - 4a =
= 1.5qa? — qa® — 3.5qa* + 3qa? = 0
MY =—-My,—Q-3.5a+Vs-4a = —qa® — qa-3.5a + 0.75qa - 4a =
= —qa? — 3.5qa* + 3qa® = —1.5qa* = —1.5-1000 - 1.0> = —1500 N-m
My =—-My—Q-25a+Vq-3a=—qa?—qa-2.5a+0.75qa - 3a =
= —qa® — 2.5qa? + 2.25qa* = —1.25qa? = —1.25-1000 - 1.02 = —1250 N'm
—Q-25a+Vg-3a=—qa-2.5a+ 0.75ga - 3a = —2.5qa® + 2.25qa? =
= —0.25ga? = —0.25-1000 - 1.0? = =250 N'm
Mc=-Q-15a+ Vg+2a =—qa-1.5a + 0.75ga - 2a = —1.5qa’* + 1.5qa? = 0
Mp =—-Q-05a+Vg-a=—qa-0.5a+ 0.75qa - a = —0.5qa® + 0.75qa? = 0.25qa? =
=0.25-1000-1.02 = 250 N'm
Mg = —Q, - 0.25a + Vi - 0.5a = —0.5qa - 0.25a + 0.75qga - 0.5a =
= —0.125¢ga? + 0.375ga? = 0.25qa® = 0.25 - 1000 - 1.02 = 250 N-m
Mg =0

£
I
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Wartosci sit tngcych (rys. 3.5€)

od lewej:

Tap = Va4 = 0.25qa = 0.25-1000-1.0 = 250 N

Tp = V4 — Q = 0.25ga — ga = —0.75qa = —0.75 - 1000 - 1.0 = —750 N

od prawej:
Taop = Q—Vg = qa — 0.75qa = 0.25qa = 0.25-1000- 1.0 = 250 N
Ty = =Vg = —0.75qa = —0.75-1000- 1.0 = =750 N
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WIELKOSCI PRZEKROJOWE W ORTOGONALNYCH
RAMACH PLASKICH

Ortogonalne ramy ptaskie sg ztozone z pr¢tow 0 osi pionowej lub poziomej. Przyjmujemy
nastepujace zatozenia:

1) prety sa pryzmatyczne,

2) ptaszczyzna ramy jest plaszczyzng symetrii przekrojow poprzecznych pretow,

3) rama jest statycznie wyznaczalna (SW),

4) rama jest grafem otwartym pretow sztywno ze sobg potaczonych,

5) obcigzenia dziatajg w ptaszczyznie ramy.

Przyktad schematu statycznego ortogonalnej ramy ptaskiej pokazano na rys. 4.1.

Rozwigzanie ortogonalnej ramy ptaskiej polega na wyznaczeniu reakcji oraz wykresow
wielkosci przekrojowych (moment zginajacy, sita tnaca, sita osiowa). Reakcje wyznacza si¢
z trzech rownan rownowagi statycznej (2.1).

Rys. 4.1
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PrRzYKrAD 4.1

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla ramy plaskiej przedstawionej na rys. 4.2a.
Dane:

a=10m
P =1000 N
a) by 1z
p P C
—> 'y -1
8 i
2P PP £
7S B e a—
Y i Ve
: i
i A‘: /N X
A “
Z VA
s g 28 |
Rys. 4.2

ROZWIAZANIE

Przed wyznaczeniem wykresow wielkosci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje. Schemat
statyczny ramy pokazano na rys. 4.2b. Wielko$ci przekrojowe oblicza si¢ od lewej, od prawe;j, od
dotu lub od gory, wedlug zasady najprostszych obliczen.

Reakcje
YP,=0: —Hy+P=0
Hy =P =1000N
YMy=0: —-3P-a+Vg-3a—P-4a=0

Vg-3a—7Pa=0 - Vg-3a=7Pa |:3a
Vg=2P =2-1000 = 2333 N
ZPiZZO: VA—3P+VE:0
Vo=3P—Vg=3P-p=2p-Ip=2p=2.1000 =667 N
3 3 3 3 3
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Rownanie sprawdzajgce
YMg=0: —Hjy-2a—P-2a—3P-a+Vg-3a=0
—P-2a—P-2a—3P-a+2P-3a=0

—2Pa—-2Pa—-—3Pa+7Pa=0 —-»> 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.3a)
My =0
M$ = Hp-2a =P-2a =2Pa =2-1000-1.0 = 2000 N'm
Mf =—3P-a+Vg 3a=—-3Pa+-P-3a=—3Pa+7Pa=4Pa=
=4-1000-1.0 =4000 N'm
Mg =—P-2a =—-2Pa=-2-1000-1.0 = —2000 N'm
Mc=0
14

Mp =VE-Za=§P-2a=?Pa=13—4-1000-1.0=4667N'm

ME:()

Wartosci sit tngcych (rys. 4.3b)

Tap = Hy = P = 1000 N

Tge = P = 1000 N

Tgp = Va ==P ==-1000 = 667 N

Tpg = —Vg = —2P = —2-1000 = —2333 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.3C)

Nag = —Va=—2P =—2-1000 = —667 N
Ngc =0

Ngg =0
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a) b)
M T
= T2000N-m = T 1000N
- 667
-2000 2000 1000@ @] |
4000 — %)
4667 ] -2333
c)
N T 1000N
-667

HEEERICINEEN

Rys. 4.3
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PRZYKLAD 4.2

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla ramy plaskiej przedstawionej na rys. 4.4a.

Dane:
a=05m
P =2000 N
a) b) 1z
! or—
"4% E Ve
3 a
3£ 4+ (B v D
! C
5 i
i Al Ha X
A
5. -
| a | 2a
Rys. 4.4

RozwidzANIE
Schemat statyczny ramy pokazano na rys. 4.4b.

Reakcje
»pP,=0: Vpy—2P =0
Vpy=2P =2-2000 = 4000 N
YMp=0: —-3P:-2a—2P-a+Vg-4a=0
—6Pa—2Pa+Vg-4a=0 - —-8Pa+Vg-4a=0
Vg-4a =8Pa |:4a - Vg=2P =2-2000=4000N
> P, =0: —Hpy+3P—-Vg=0
—Hy+3P—-2P=0 - —-Hp+P=0
Hy =P = 2000 N

Rownanie sprawdzajgce

YMg=0: —Hy-2a—2P-a+Vz-2a=0
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—P:2a—2Pa+2P-2a=0
—2Pa—2Pa+4Pa=0 -»> 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.5a)

My =0

M$ = Hp-2a =P-2a =2Pa=2-2000-0.5= 2000 N'm
Mg =Hpy-2a=P-2a =2Pa=2-2000-0.5=2000N-m
Mc =Vg-2a =2P-2a =4Pa=4-2000-0.5=4000 N'm
ML = Vg 2a =2P-2a = 4Pa = 4-2000- 0.5 = 4000 N'm
Mg = Vg-2a =2P-2a =4Pa=4-2000-0.5= 4000 N'm
Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 4.5b)

Tag = Hy = P = 2000 N

Tge = Vy = 2P = 2- 2000 = 4000 N

Tecp =0

Tpg = —Vg=—2P =-2-2000 = —4000 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.5C)

Npg = —Vp = —2P = —2-2000 = —4000 N

Ngp = Hy—3P =P —3P =-2P =-2-2000 = —4000 N
Npg =0
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40

-4000—0—

LTl [T

T 2000N




94 Daniel B. Nycz

PRZYKLAD 4.3

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla ramy ptaskiej przedstawionej na rys. 4.6a.
Dane:
a=05m

P =1000 N
Mo = 2Pa =2-1000-0.5 = 1000 N'-m

2 3p O, 3P
-— — r—
Fl
o i
M, M, |
T 1l B A D
| T Cl T T 17T :
iA Ei X
-1 | . I
A/- 77% VA“l H, TV,
| a a |
Rys. 4.6

Rozwi4zANIE
Schemat statyczny ramy pokazano na rys. 4.6b.

Reakcje
Y2P,=0: Hy,—3P=0
Hy =3P =3-1000 = 3000 N
YMpy=0: —My—Vg-2a+3P-2a=0
—2Pa—V;-2a+6Pa=0 - 4Pa—-Vg-2a=0
Vg-2a=4Pa |:2a - Vg=2P=2-1000=2000N
Y2P,=0: Vy—-Vg=0
Va—2P=0 - V,=2P =2-1000= 2000N

Rownanie sprawdzajgce

YMp=0: Hy-a—Vsy-2a—My+3P-a=0
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3P-a—2P-2a—2Pa+3Pa=0
3Pa —4Pa—2Pa+3Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.7a)

My =0

M$ = —Hp-a=-3P-a=-3-1000-0.5 = —1500 N'm

ME =—-Hy-a=-3P-a=-3-1000-0.5 = —1500 N'm
ML=Vy-a—Hy-a=2P-a—3P-a=—Pa=-1000-0.5 = —500 N'm

ME =Vp-a—Hpy-a+My=2P-a—3P-a+2Pa=Pa=1000-0.5=7500Nm
ML =3P-a=3-1000-0.5 = 1500 N'-m

Mg =
Mg =3P-a=3-1000-0.5 = 1500 N'm
Mg =0
Mg =0

Wartosci sit tngcych (rys. 4.70)

Tpg = —Hy = —3P = —3 - 1000 = —3000 N
Tap = Vs = 2P = 2- 1000 = 2000 N

Tpg = 0

Tpp = —3P = —3 - 1000 = —3000 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.7¢)

Npg = =V, = —=2P =—-2-1000 = —2000 N
Ngp = —Hp = =3P = —3-1000 = —3000 N
Npg = Vg = 2P =2-1000 = 2000 N

Npr =0
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a) b)
M T
-1500 2000
_1soomﬁ°° LT e PELTTTIT
500 1500
1500
[ ®-3000 ®
1 1000N-m T 2000N
-3000
c)
N
_— -3000 —_—
L] -2000 2000}
— T2000N H

Rys. 4.7
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PRZYKLAD 4.4

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla ramy ptaskiej pokazanej na rys. 4.8a.
Dane:

a=10m

P =2000 N
a) b) 1z
5 T cf P

3 | 3P4
Fl ! Bl D
A R A Y Y A R A E
i ; v
.
7;;- 1 HA_...EA X
7 “VA
| a a
Rys. 4.8

RozwidzANIE
Schemat statyczny ramy pokazano na rys. 4.8b.

Reakcje

YP,=0: Hy—P=0
Hy =P =2000N

YMp=0: P-2a+Vp-a—3P-2a=0
Vlpra—4Pa=0 — Vp-a=4Pa |:a
Vp = 4P =4-2000 = 8000 N

YXP,=0: —=Vpa+Vp—3P=0
—Vo+4P—-3P=0 —> —Vya+P=0
Vo =P =2000N



98 Daniel B. Nycz

Rownanie sprawdzajgce
YMg=0: Hp-a+Vp-a—3P-2a+P-a=0
P-a+4Pa—6Pa+Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.9a)

My=0

M§=-Hy-a=-P-a=-2000-1.0=—-2000N-m

Mg =P-a=2000-1.0=2000Nm

ME =Vp-a—3P:2a=4P-a—6Pa=—2Pa=—2-2000-1.0 =—4000 N-m

MC - O
Mp =—-3P:-a=-3Pa=-3-2000-1.0=-6000 N'm
ME - 0

Wartosci sit tngcych (rys. 4.9b)
Tpap = —Hy = —P = —2000 N
Tye = —P = —2000 N

Typ = —Vs = —P = —2000 N
Tpg = 3P = 32000 = 6000 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.9C)
Nyg =V, =P = 2000 N

Ngc =0

Ngp = 0

Npg =0
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a) b)
M T =
-6000 % 2800 6000
-4000 B i\
-2000 —
2000 H [ T]]]
|| -2000
§ -2000
] 2000N-m B T 2000N
c)
N
2000 @1
— T 2000N

Rys. 4.9
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PRZYKLAD 4.5

Wyznaczy¢ wykresy wielkosci przekrojowych dla ramy ptaskiej pokazanej na rys. 4.10a.

Dane:
a=05m
P=1000 N
Mo =2Pa =2-1000-0.5 = 1000 N'm
a) M, b) M,
¥ 4z
cl
M !
P A . P
7 v L SPA B 1D
Z) HATVA i
— x B
2P 2P
. a ' a |
Rys. 4.10

Rozwi4zANIE
Schemat statyczny ramy pokazano na rys. 4.10b.

Reakcje
YP,=0: Hy,—2P=0
Hy, = 2P =2-1000 = 2000 N
Y2P,=0. V,—P=0
Vpy =P =1000N
YMp=0: Mpy+My—P-2a—2P-a=0
My + 2Pa —2Pa—2Pa=0 - Mp—2Pa=0
My = 2Pa = 2-1000-0.5 = 1000 N'm
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Rownanie sprawdzajgce
YMc=0: Mpy—Vy-a+Hp-a+My—P-a—2P-2a=0
2Pa —Pa+2Pa+2Pa—Pa—4Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.11a)

My =0

M} = —M, = —2Pa = —2-1000- 0.5 = —1000 N'm

My =—M,+Vy-a=—-2Pa+P-a=—Pa=-1000-0.5=—500 N'm
ME = My = 2Pa = 2-2000- 0.5 = 1000 N'm

M =-P-a—2P-a=-3Pa=-3-1000-0.5 = —1500 N'm
M¢ = My = 2Pa = 2-2000- 0.5 = 1000 N'm

ME=0

ML =—2P-a=-2-1000-0.5 = —1000 N'm

M8 =-2P-a=-2-1000-0.5 = —1000 N-m

My =0

Wartosci sit tngcych (rys. 4.11b)
Tpg = Vs = P = 1000 N

Tae = 0

Tap = P = 1000 N

Tpg = 2P = 2 - 1000 = 2000 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.11C)

Npg = —Hp = —2P = —2-1000 = —2000 N
Ngc =0

Ngp = —2P = —-2-1000 = —2000 N

Npg =0
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a) b)
M T
® 1000
-1500fr=—
-1000 -1000
ac00 [L{[[@I[{[IITT[]&ll]]]
] 500N-m T 1000N
2000
c)
N
-2000
T 1000N

Rys. 4.11
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PRZYKLAD 4.6

Wyznaczy¢ wykresy wielko$ci przekrojowych dla ramy ptaskiej pokazanej na rys. 4.12a.
Dane:
a=10m

P =1000 N
Mo =Pa =1000-1.0 = 1000 N'm

1000

q=22 =22 = 2000 N/m

a) b) {z
AV
%> _ Q QCle_
T
q " : if_‘oii k.
EEEE A Y s o |- S
L F i VJ
P i Pl &
D
a | 2a
Rys. 4.12

RozwidzANIE
Schemat statyczny ramy pokazano narys. 4.12b.

Q=q-a=22-a=2P=2-1000 = 2000 N
a P a

Ql_QZ_q.E_ZZ.E_P_l()OON

Reakcje

YP,=0: —Hc+P=0

Hc =P =1000N

S Mc=0: Q-§+P-2a—M0—VE-2a=0
2P~ +2Pa—Pa—Vg-2a=0
Pa+2Pa—Pa—-Vg-2a=0 - Vg-2a=Pa+ 2Pa— Pa
Vg-2a=2Pa |:2a - Vg=P=1000N
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ZPL' =0: —Q‘I'VC—VE:O
—2P+V;—P=0 - V.=2P+P=3P=3-1000= 3000 N

Rownanie sprawdzajgce
NMg=0: Q- -+P-a+Hc-a—Vg-2a—M;=0
2P->+Pa+P-a—P-2a—Pa=0

Pa+ Pa+Pa—2Pa—Pa=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 4.13a)

My =0

My =—Q > =—-2P > =—Pa=-1000"10 = —1000 N'm
M§=Hc-a=P-a=1000-1.0= 1000 N-m

M§=—-P-a=-1000-1.0 = —1000 N'm

MY =—-My—Vg-2a=—-Pa—P-2a=-3Pa=-3-1000"1.0 = —=3000 N'm

Mc=0
Mp =0
My = —M, = —Pa = —1000 - 1.0 = —1000 N'm
ME =0

a

Mp=—-0,-2=—-P-2=-0.25Pa = —0.25-1000 - 1.0 = —250 N'm
4 4

Wartosci sit tngcych (rys. 4.13b)

Ty =0

Tg = —Q = —2P = —2-1000 = —2000 N
Tgec = —He = —P = —1000 N

Tap = —P = —1000 N

Tag = Vg = P = 1000 N

Wartosci sit osiowych (rys. 4.13C)

NAB:0
Ngc = Ve =3P =3-1000 = 3000 N
NBD:O

NBE=0
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=
I~

-3000

-1000 -1000

-1000

-1000

LTl T

-1000 -1000

-2000

Ll [TH [l []

] 1000N-m

=

3000

T 3000N

Rys. 4.13

-1000

T 1000N
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ROZCIAGANIE | SCISKANIE PRETOW KREPYCH

Rozciaganie i $ciskanie pretow krepych nalezy do prostych przypadkow wytrzymatosciowych.
Pret jest poddany dziataniu sity rozciggajacej P przytozonej wzdhuz osi preta (rys. 5.1a) i ulega
wydhuzeniu o AL (rys. 5.1b). Dziatanie sity P powoduje powstanie sity osiowej N=P, stalej na
calej dlugosci preta (rys. 5.1c). Pomija si¢ efekt sity skupionej P, zakladajac, ze sita ta jest
roztozona rdGwnomiernie na catej powierzchni przekroju poprzecznego preta.

W dowolnym przekroju preta (o) wystgpuje naprezenie normalne o. W zakresie liniowo-
sprezystym materialu preta, naprgzenia normalne o i odksztalcenia wzdluzne (liniowe) &
okreslone sg zalezno$ciami:

o= % (5.1)

£ =— (5.2)

gdzie:
A — pole powierzchni przekroju poprzecznego preta,
L — dlugos¢ poczatkowa preta.
Wydluzenie/skrocenie preta, w ktorym wystepuje sita osiowa rozciggajaca/sciskajaca, Wynosi:

N-L
A=AL=-2 (5.3)

gdzie:
E — modut sprezystosci wzdhuznej (modut Younga) materiatu preta.
Skrécenie preta wystepuje po zmianie zwrotu sity P.
Gdy pret poddany jest dziataniu temperatury (ogrzanie lub schtodzenie w stosunku do
temperatury montazu), to wydtuzenie preta wywolane tym dziataniem okreslone jest zaleznos$cia:

Ae=a-AT-L (5.4)

gdzie:
a — wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej materiatu preta,
AT — przyrost temperatury (dodatni lub ujemny).
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1
7
N

! P
B
\
.\\! / | |
b) -
L | __L)
___________________________ £ _
! L |LAL |
C) § o
= N
- —
§ i

Rys. 5.1

Jesli pret jest obcigzony uktadem sit skupionych rozciggajacych/$ciskajacych, to traktuje sie go
jako zbior pretow. Wydtuzenia/skrocenia pretow sumuja si¢, a wydhuzenie/skrocenie catkowite

WYNOoSsi:
A=y Yk (5.5)
L
Prety rozciggane/Sciskane projektowane sa z warunku nos$nosci (WN) i/lub warunku

uzytkowalnosci (WU).

W  przypadku warunku no$no$ci, nalezy wyznaczy¢ wartosci naprezen normalnych
W poszczeg6lnych odcinkach preta 1 okreslic najwieksze co do modutu naprezenie, ktdére musi
by¢ mniejsze od naprezenia dopuszczalnego przy rozcigganiu/Sciskaniu k:

Z) l = 1P2P R - 0 = |Gi|max (56)

0; =

o<k (5.7)

W  przypadku  warunku  uzytkowalnosci, nalezy @ wyznaczy¢  przemieszczenia

(wydhuzenia/skrocenia) w punktach charakterystycznych preta i okresli¢ najwigksze co do
modutu przemieszczenie, ktore musi by¢ mniejsze od przemieszczenia dopuszczalnego f:

A, 1=12,..,n - A =|ilmax (5.8)

A<f (5.9)
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PRZYKELAD 5.1

Wyznaczy¢ S$rednice preta o przekroju kotowym z warunkéw nosno$ci i uzytkowalnosci
(rys. 5.2a). Wynik zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
P =100 kN
L=2m
E =210 GPa
k =150 MPa
f=2mm
a) y p
] — ) I"
| L |
b | |
(BN WE
Hy A B
’ e
c) | 100 |
N ! 1 50kN
Rys. 5.2

Rozwi4ZANIE

Reakcje Va i1 Ma sa rowne zeru (rys. 5.2b).
Reakcja pozioma

YP,=0: —Hyx+P=0 - Hp=P

Sifa osiowa (rys. 5.2¢)
NAB = P = 100 kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego

nd?
A=—
4
Warunek nosnosci

N
0=|0lpax <k - 0=%Sk
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P 4P d?
ﬂ_dz <k - — < k |-—
4100000 400000
<d2 - d= / J —J ~ 29.1 mm
150 1150
Warunek uzytkowalnosci
_ NAB L
A=|Amax < f = 4= <f
PL 4-P-L a2
< - - —_
E'ﬂ - f Emd? — f | f
4PL

<d*> - d>J ~ 24.6 mm

4PL \/4 100000-2000

Emf Enf 210000-77-2

Decyduje warunek nosnosci. Przyjeto pret o Srednicy 30 mm.

PRZYKLAD 5.2

Wyznaczy¢ wymiary pierscieniowego przekroju poprzecznego preta z warunku nosnosci
(rys. 5.3a). Wymiary [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
P=60kN
k =150 MPa
a) 3P |
Z! LD 2P R {
4 , — @ Idw d,=1.5d,
| 3L L 2L |
b) | | i
i == 2P
H, A B C
£ i |
c) | 300 l i
i 100kN
N o) 120 | I
Rys. 5.3

ROZWIAZANIE
Schemat statyczny preta pokazano na rys. 5.3a, a schemat obliczeniowy — na rys. 5.3b.
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Reakcja pozioma
> P, =0: —Hy,+3P+2P=0 - Hy,=3P+2P=5P=5-60=300kN

Wartosci sily osiowej (rys. 5.3c)
NAB=HA=5P=5'60=300kN
Ngc =Hp—3P =5P—-3P=2P =2-60=120kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego

n(d,*—dw?) _ m((1.5dw)?-d3)  m(2.25dw’-dw?) _ m1.25dy>
4 4 4

A= = 0.31257d,,”

Ze wzgledu na to, ze przekrdj poprzeczny jest staly na catej dlugosci preta, najwicksze
naprezenia normalne wystapia w przekroju, w ktorym wystepuje najwigksza silta osiowa.

Warunek nosnosci

_ _ Nas
0=|0lpax <k - O'—TSk

5P | dw?

0.3125mdw? —

5P 5P 5-60000 300000

<d,? - dy,= = = ~ 45.1 mm

031251k 0.3125Tk 0.3125-0:150 46.875T

Przyj¢to srednice wewnetrzng dy = 46 mm i $rednicg zewngtrzng d, = 69 mm.
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PRZYKELAD 5.3

Wyznaczy¢ wymiary kwadratowego przekroju poprzecznego preta z warunku uzytkowalnosci
(rys. 5.4a). Wymiary [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
P =20 kN
L=05m
E =70GPa
f=2mm
a) 4P P -
52 7]
2l o w ) oA | 2l
b) | | |
L a2 2Px
H, A B 'C D
‘z | i |
C) | 100 i i i
N 5 i ] 25kN
B ® : 40 :
20 @
LIl T
Rys. 5.4

RoOzZwI4ZANIE
Schemat statyczny preta pokazano na rys. 5.4a, a schemat obliczeniowy — na rys. 5.4b.

Reakcja pozioma
YP,=0: —Hya+4P—-P+2P=0 —> Hy=4P—P+2P =5P =5-20=100kN

Wartosci sily osiowej (rys. 5.4c)

Npg = Hp, = 5P =5-20 = 100 kN

Ngc = Hy — 4P = 5P — 4P = P = 20 kN
Nep = 2P =2-20 =40 kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego

A=a?
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Przemieszczenia podtuzne
/1A = 0

_ _ Nap-2L _ 5P2L _ . PL

_ _ 107k 4 Nec3L _ g PL  P3L_ 43 PL
AC—AB+ABC—1OEA+ o~ 10—+ —=13—~

_ _ 12 PL Nep2L _ o PL  2P2L _ . PL
AD—AC+/1CD—13EA+—EA =183 - +— 17—

Najwieksze przemieszczenie podtuzne jest w punkcie D.

Warunek uzytkowalnosci

A=MmxSf > A=dp=175<f

PL a?
17mgf |?

~ 34.9 mm

PL 17PL 17-20000-500
17ESa2 - az\/ =J

Ef 70000-2

Przyjeto pret o przekroju kwadratowym o boku a = 35 mm.
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PRzZYKLAD 5.4

Wyznaczy¢ $rednice kotowych przekrojow poprzecznych pretow z warunkow nosnosci
I uzytkowalnosci (rys. 5.5a). Wymiary [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dla wyznaczonych $rednic przekrojow poprzecznych pretow sporzadzi¢ wykresy naprezen
normalnych o i wydtuzen A.

Dane:
P =10 kN
L=1m
E =210 GPa
k =180 MPa
f=1mm
| II 111 1 11, 111
a) 3P 5P V
=) - &1
| 2L L L | 2L | /
b) | | |
1 iy 6Py
H, A ‘B C D
' o ;
| | 60 |
c) | 40 | T20kN
N ©) 10 §
IHICINI
! ! ! 74.6 !
| | T 15MPa
| |
d) |
-l 124 |
Lol TTITT]]
| SERERRRS”
e) | 111 To.25mm
A 21' 042! 0.18;
2
Rys. 5.5

Rozwi4zANIE
Schemat statyczny preta pokazano na rys. 5.5a, a schemat obliczeniowy — na rys. 5.5b.
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Reakcja pozioma
2P =0:
—Hp+3P—-5P+6P=0
Hy =3P —5P + 6P =4P =4-10 = 40 kN

Sity osiowe w pretach (rys. 5.5C)

Npg = Hy = 4P = 4-10 = 40 kN
Ngec=Hy —3P =4P —3P =P = 10 kN
Ngp = 6P = 6-10 = 60 kN

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow

n(2d)?  4md?
AI === T[dz
4 4
nd?
Ay = A = —4
Ay =An =4

AI = 4‘AH = 4‘AIH = 4A

Naprezenia normalne w pretach

o - 2= — —
AB ™ 4 44 A
_ Ngc P P
OBC= 3 T4 a
11
Ncp 6P p
Ocp =, "= 4 =03
11

Najwigksze naprezenia normalne wystepuja W precie CD.

Warunek nosnosci
N 6P
lealmax:|UCD| <k - o= CD:_Sk
Ay A
6P 4-6P d?
Tz <k -» —/<k |-—

4

md
<d? - d

24P
Tk

k
24P 24-10000 240000
Ttk 1180 T-180

Przemieszczenia podtuzne

AA = 0
Nap2L _ 4P2L _ , PL

AB = /1A + AAB =0 +_E'A] = _E'4A = ZEA
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PL  Npcl PL  PL PL
A =Ag+Algc=2—+—"—=2—+—=3—
C B T 1Bc Fa T E-Ay g2 ¥ Ea EA
PL  Ncp-2L PL  6P2L PL  12PL PL
Ap=2Act+Acp=3_+—""==3—+ =3—+——=15—
EA ' E-Aq EA ' E-A EA ' E-A EA

Najwigksze przemieszczenie podluzne wystepuje w punkcie D.

Warunek uzytkowalnosci
A=Mmax <f - A=Ap=15=<f

4-15PL d?
< -
End? — f | f

15— < f
E=—

4-15PL 4-15PL 4-15-10000-1000
<d?> - d> = ~ 30.2 mm
Enf Enf 21000011

Decyduje warunek uzytkowalnosci. Przyjeto prety o srednicach 32 mm i 64 mm.

Wartosci naprezen normalnych (rys. 5.5d)
P_ P _ 4P _ 410000

OAB =4 T 72 T ra2 T Twazz 12.4 MPa
4
P P 4P 4-10000
Opc = AT R T naz T waz 12.4 MPa

® |

6P _ 46P _ 24P _ 24°10000

md? T g2z T wd?2 | 1322
4

= 74.6 MPa

P
O- :6—:
CD A

Wartosci przemieszczen podiuznych (rys. 5.5€)

AA == O
PL 2PL 4-2PL  4-2-10000-1000
Ap=2—=—= = = 0.12 mm
EA md ETid? 210000-1:322
4
PL 3PL 4-3PL  4:3:10000-1000
Ac=3—= = = = 0.18 mm

EA~ ™2 T Emd? ~ 210000-m-322

15PL _ 4-15PL _ 4-15-10000-1000

md?2 T End2  210000-m-322
4

= 0.89 mm

PL
Adp =15 =



Rozcigganie i $ciskanie pretow krepych 117

PRZYKLAD 5.5

Wyznaczy¢ wykresy sity osiowej N, naprezenia normalnego o i przemieszczenia podiuznego A
dla preta 0 kotowym przekroju poprzecznym, przedstawionego na rys. 5.6.
Dane:

P =10kN

L=05m
E =210 GPa
d=10 mm

_1%
©
=

A A R S
b) Lop .
- — ‘e AL
H, A B C! H,
'z | |
C i 10 i i
)N | I5kN
o
d) | 127.4 I i
s | T 75MPa
e) i 0.30: -127.4 :
2 /l R : I0.15mm
N
4 7
Rys. 5.6

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny preta pokazano na rys. 5.6a, a schemat obliczeniowy — na rys. 5.6b. Pret jest
jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (SN) ze wzgledu na sity podtuzne. Nalezy wprowadzié
dodatkowe rownanie, bedace tzw. warunkiem geometrycznym:

1) Py =0: —Hpy+2P—Hc =0 (rownanie rownowagi statycznej)
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2 Ac=0 Aap +gc =0 (warunek geometryczny)

Sity osiowe w precie
NAB = 2P - HC
Ngc = —H¢

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

d? -102 -100
A== =12 =785 mm?
4 4 4

Z rbwnania 2)

_ Nap'L Ngc'L _
/1AB + ABC =0 - _E'A + _E-A =0

(2P—Hc)'L n (=Hc)L -0 | JEA
E-A E-A L

2P—HC—HC=O - 2P—2HC:0
2Hc=2P - H:=P=10kN

Z rownania 1)
Hy =2P —H¢c=2P—P =P =10KkN

Wartosci sity osiowej (rys. 5.6¢)
Nag =2P —Hc=2P—P =P =10kN

NBC = _HC = —P = —10 kN

Wartosci naprezenia normalnego (rys. 5.6d)

N P 10000
O-AB:ﬂ:_: = 127.4 MPa
A A 78.5
N P 10000
O'Bczicz——z— =—1274 MPa
A A 78.5

Wartosci przemieszczenia wzdtuznego (rys. 5.6€)

AA =0
Nag'L _ PL _ 10000-500

— =————=0.30 mm
E-A  E-A  210000:78.5

AB=AA+AAB=0+
Ac=0
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PRZYKLAD 5.6

Wyznaczy¢ wykresy sity osiowej N, naprezenia normalnego o i przemieszczenia podiuznego A
dla preta o kwadratowym przekroju poprzecznym, przedstawionego na rys. 5.7.
Dane:

P =10 kN
L=05m
E =210 GPa
a=20mm
I 11 | 1
a) 2P 2P '
Z v 770 177
L | 2L | L | . 0.5d
: : : | l—a |
S R 2 B v
<—J—LL+<— —
H, A B IC D| H,
'2 | | i
) i 26.7 : i i
c . |
ol o | . T10kN
(&[] z |
E i : -13.3 :
67 i !
d) ® ® . [ 50MPa
| | | i |
e i i 0.32i i
) A 0.161 ' J0.16mm
1 v
Rys. 5.7

ROZWIAZANIE

Schemat statyczny preta pokazano na rys. 5.7a, a schemat obliczeniowy — na rys. 5.7b. Pret jest
jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (SN) ze wzgledu na sity podtuzne. Nalezy wprowadzi¢
dodatkowe rownanie, bedace tzw. warunkiem geometrycznym:

1) Py =0: —Hpy+2P+2P—-Hp =0 (rownanie rownowagi statycznej)
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2Ap =0  Apg+Apc+Acp =0 (warunek geometryczny)
Sily osiowe w pretach

NAB :2P+2P—HD :4P—HD

NBC = 2P — HD

Ncp = —Hp

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow
Ay = a? = 202 = 400 mm?
Ay = (0.5a)% = 0.25a2 = 0.25 - 202 = 100 mm?

Ap=A
AI = 4AH = 4A

Z rbwnania 2)

Nag'L Npc'L Ncp'L _
E-A; E-Ayp E-Ajp -

AAB+ABC+ACD=O -

(4P—-Hp)'L = (2P—Hp)-L " (“Hp)L _ 0 | EA
E-4A E-A E-A L
P—-025Hy+2P—-Hpy—Hp=0 - 3P-225Hp=0

2.25Hp =3P - Hp=133P =1.33-10=13.3kN

Z rownania 1)
Hy, = 2P + 2P — Hp = 4P — Hp = 4P — 1.33P = 2.67P = 2.67 - 10 = 26.7 kN

Wartosci sily osiowej (rys. 5.7¢)

Ny = 4P — Hp = 4P — 1.33P = 2.67P = 2.67 - 10 = 26.7 kN
Ngc = 2P — Hp = 2P — 1.33P = 0.67P = 0.67 - 10 = 6.7 kN
Ngp = —Hp = —1.33P = —1.33-10 = —13.3 kN

Wartosci naprezenia normalnego (rys. 5.7d)

NaB 2.67P 2.67-10000
OpAB = —— = = = 67 MPa
Ap Ap 400
N 0.67P 0.67-10000
ogc = —BC — = = 67 MPa
Aqp Aqp 100
Ncp 1.33P 1.33:10000
Ocp = e 138 _ _ = —133 MPa

A Aqp 100
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Wartosci przemieszczenia podiuznego (rys. 5.7€)

/1A = 0
Nap'L _ 3.08PL _ 2.67-10000-500
E-A;  EA;  210000-400

AB=AA+AAB=O+ =(0.16 mm

2.67PL Ngc'L _ 2.67PL 0.67P'L

AC=AB+ABC=

E-Ap E-Ayp E-Ayp E-Ayp
2.67-10000-500 , 0.67-10000-500
= + =0.16 + 0.16 = 0.32 mm
210000-400 210000-100
AD =0

PRZYKLAD 5.7

Mas¢ m zawieszono na dwoch jednakowych pretach o $rednicy d, potaczonych przegubowo
(rys. 5.8a). Wyznaczy¢ napr¢zenia powstale w pretach oraz obnizenie punktu C (przemieszczenie

pionowe) po zawieszeniu masy m. Przyja¢ zatozenie matych przemieszczen.

Dane:

m=>5ton
L=10m
a=30°
d=20mm
E =210 GPa

Rys. 5.8
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ROZWIAZANIE
Obcigzenie uktadu

P=m-g=>5000-9.81=49050N

Reakcje na podporach
1) 2. Py = 0 —Rpx +Rgx =0 — —Rpsina+ Rgsina=0
2) 2Py, =0: Ra,+Rg,—P=0 - Rpcosa+Rgcosa—P =0

Z robwnania 1)

Rpsina = Rgsina — Rj =Rp

Z robwnania 2)

Rycosa+ Rgcosa—P =0 — Rpcosa+Rpcosa—P =0 — 2Rpcosa—P =0

P _ 49050 _ 49050 _ 49050

2:COoS & - 2-cos 30° - Z.E - \/5 = 28319 N
2

2Rpcosa =P —> Rp=

R =R, =Rg = 28319 N

Pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow

_ md* _ mw20® _ 1400 _ 2
A—4— Y = 314.2 mm
Naprezenia w pretach

R _ 28319
O'A—O'B—Z—m—go.lMPa

Wydluzenia pretow mozna wyznaczy¢ z zaleznosci (5.3):
R-L

AL = —
E-A

Przy zatozeniu matych przemieszczen, tuk CD mozna traktowac jako odcinek prosty, prostopadty
do odcinka AC’. Jednoczesnie zaklada si¢ matg zmiang kata o.

RL
cc'= A _ FA _ _RL _ _ RL _ _4RL _ _ 4283191000 _
" cosa cosa E-Acosa E-ﬂfz cos a © Emd2cosa  210000-:202-cos30°
4-28319-1000 113276000
= = 0.5 mm

210000-m-202Y3  228538719.9
2
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PRZYKLAD 5.8

Pret o dlugosci 2L i kotowym przekroju poprzecznym o srednicy d umieszczony jest pomiedzy
dwiema sztywnymi ptytami i obcigzony silg P (rys. 5.9). Lewy koniec preta jest utwierdzony.
Pomiedzy prawym konhcem preta a sztywng plyta wystepuje szczelina 6. Wyznaczy¢ reakcje
wywierane przez pret na sztywne podpory.
Dane:

P =40 kN

L=10m
0=10mm
d=20mm
E =210 GPa

_ Id

=g

>

&
Ho
f“““ B

|

O
S
- ————— o

>I1
N >
W)
oL

Rys. 5.9

Rozwi4AZANIE
Luz ozostanie zamknigty, gdy sita P osiggnie warto$¢ (wzor 5.3):

Gdy warto$¢ sity P bedzie wigksza od P;, pojawi si¢ reakcja na obydwu podporach. Dla takiego
uktadu:

l)ZPlXZO _HA+P—HC:O i HC:P—HA

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

d? -202 -400
A== T 3142 mm?
4 4 4

Sity osiowe w precie
Nap = Hyp
Ngc = Hy — P
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Przemieszczenia podtuzne punktow preta

AAZO
ABZAA+AAB=0+%=%

Hp'L Ngc'L Hp'L (Hp—P)-L
Ac = A + Apc = E[-\A + ;-(1:4 - EI-XA + AE-A

Calkowite (mozliwe) wydtuzenie preta (przemieszczenie punktu C) jest rowne luzowi &
Ha'L | (Ha—P)'L _ JEA

Ta T Ea =0 "7

Hy+Hy—P =22 5 2H,=2224p |2

HA — §E-A + E — 1-210000-314.2 + 40(2)00 — 52991 N

2L 2 2:1000

Po podstawieniu do rownania 1), otrzymuje sig:
Hec = P — Hpy = 40000 — 52991 = —12991 N
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PRZYKLAD 5.9

Sztywny pret poziomy zawieszono na dwoéch podatnych pretach (rys. 5.10a). Wyznaczy¢
wydhluzenia/skrocenia podatnych pretow, powstale w nich naprgzenia oraz maksymalne
przemieszczenie pionowe W sztywnego preta.

Doktadno$¢ rozwigzania:

— wydhluzenia/skrocenia podatnych pretow do dwoch miejsc po przecinku,

— naprezenia w podatnych pretach do jednego miejsca po przecinku.

Dane:
P=5kN
E =210 GPa
L=05m
d=16 mm
a) g agss
I il s I I
= : ) = &1
- o —1 - 2d d
! 3L L | / @
b) |
A | N1 i | N2
T N, ¢2P T N, X
A B C
'z i |
C) k; | |
! T0.05mm
;\‘II

Rys. 5.10
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Rozwi4ZANIE
Sity osiowe w podatnych pretach

l) ZPL-Z=0: _N1+2P_N2=O
2) Y M, =o0: —2P-3L+N,-4L=0 — —6PL+4N,-L=0 |:L

4N =6P — N, =7P=-P=15P=15-5=75kN

Po podstawieniu do rownania 1), otrzymuje sie:
—-N;+2P—-15P=0 -» -N;+05P=0 - N;=05P=0.5-5=25kN

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow

2 4-d2
A = “(24‘1) = ﬂid =1-d? =1 162 = 804.2 mm?
2 162
Ay =%=“16 =201.1 mm?

Wydtuzenia pretow

_ Ni2L _ 0.5P-2L _ 0.5-5000-2:500

A = = 0.02 mm
E-Aj E-Aj 210000-804.2
N,-2L 1.5P-2L 1.5-5000-2-500

AH =2 = = = 018 mm
E-Ayp E-Ayp 210000-201.1

Maksymalne przemieszczenie w sztywnego preta jest rowne wydtuzeniu preta I1:

w = AII = 0.18 mm

Naprezenia w pretach
_ Ni _ 05P _ 055000 _
0= = A T sz T 3.1 MPa
N, _ 15P _ 1.5:5000
gy = 2= = = 37.3 MPa

T An Ayp 2011
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PRZYKELAD 5.10

Sztywny pret poziomy zawieszono na dwoéch podatnych pretach (rys. 5.11a). Wyznaczy¢
wydtuzenia/skrocenia podatnych pretow, powstale w nich naprezenia oraz maksymalne
przemieszczenie pionowe W sztywnego preta.

Doktadno$¢ rozwigzania:

— wydhluzenia/skrocenia podatnych pretow do dwoch miejsc po przecinku,

— naprezenia w podatnych pretach do jednego miejsca po przecinku.

Dane:
P=10kN
E =210 GPa
L=05m
d=12mm
a) g g o
I H > I, 11
N | }" %
P L DT
! 3L | 2L |
b) s
1 1 Y N2 i
L 4P
A B c
'z i i
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Rozwi4ZANIE
Sity osiowe w podatnych pretach
1) Y P, =0: N;—N,+P =0
2) Y My =0: N,-3L—P-5L=0 |[:L
3N, —5P=0 - 3N,=5P |:3
N, = gP = 1.67P = 1.67-10 = 16.7 kN
Po podstawieniu do rownania 1), otrzymuje sig:
N;,—167P+P=0 - N;—067P=0 - N;=0.67P =0.67-10 =6.7 kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow

md? _ m122
A="== = 113.1 mm’
4 4
Wydtuzenia pretow
Ni2L _ 0.67P-2L _ 4:0.67-10000-2:500
A=—"—= — = = 0.28 mm
E-A g4 210000--122
4
Np2L _ 1.67P2L _ 4:1.67-10000-2:500
AH = -2 = = = 0.70 mm

EA  pmd T 210000122
4

Wyznaczenie maksymalnego przemieszczenia w z twierdzenia Talesa:

A+ — w4+ | . 15L
3L 5L

5(/1[[ + AI) = 3(W + AI) - SAH + SAI = 3w+ 311
3w = SAH + ZAI |: 3

w=2A;+24=2-028+20.70 = 0.93 mm
3 3 3 3

Naprezenia w pretach
_ Ny _ 067P _ 0.67:10000 _
O = = = 59.2 MPa
N, _ 1.67P _ 1.67-10000
gy = == = = 147.7 MPa

A A 113.1
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PrRzYKrAD 5.11

Sztywny pret poziomy zawieszono na dwoéch podatnych pretach (rys. 5.12a). Wyznaczy¢
wydtuzenia/skrocenia podatnych pretow, powstale w nich naprezenia oraz maksymalne
przemieszczenie W sztywnego preta.

Doktadno$¢ rozwigzania:

— wydhluzenia/skrocenia podatnych pretow do dwoch miejsc po przecinku,

— naprezenia w podatnych pretach do jednego miejsca po przecinku.

Dane:
P=5kN
E =210 GPa
L=05m
d=10mm
a) 7
L I Il
P I ~
l Ly ‘ ) |
| 2L | 2L | 4 |
b) ! g
; N1 A N2
P
! IN Ny
A B \C
'z i ’
i | /M J0.15mm
c) ' ; l

Rys. 5.12
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Rozwi4ZANIE
Sity osiowe w podatnych pretach

l) ZPL-Z=0: P_N1+N2=O
2) Mg =0: P-2L—N, 2L=0 |:2L

Po podstawieniu do réwnania 1), otrzymuje si¢:
P—N,+P=0 - N;=2P=2-10=20kN

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow

m(1.5d)?  2.25-mwd? _ 2.251102
Ay =05 = = 176.7 mm?
4 4 4
nd? w107
Ay ="—= = 78.5 mm?
4 4
Wydtuzenia pretow
Ny-L 2P'L 4-2:5000-500
A== —— = = 0.14 mm
E-A;  p225md°  210000-2.25-1m-102
4
Np2L _ P-2L _ 4'5000-2:500
AH =2 = = = 0.30 mm

E-Ayq E.ﬂjz = 210000102

Wyznaczenie maksymalnego przemieszczenia w z twierdzenia Talesa:

AI+/1]I — W+/1]I | . 4L
2L 4L

2(/11 + AII) =w+ /111 - ZAI + ZAH =w++ AII
w =24 + A = 2 - 0.14 + 0.30 = 0.58 mm

Napr@z'enia Wprgtach
_&_2_2'5000_

o = A A e 56.6 MPa

UII:&_ P _w:637MPa

Ay Ay 785
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PRZYKELAD 5.12

Sztywny pret poziomy zawieszono na dwoch podatnych pretach (rys. 5.13a). Wyznaczyé
wydtuzenia/skrocenia podatnych pretow, powstale w nich naprezenia oraz maksymalne
przemieszczenie pionowe W sztywnego preta.

Doktadno$¢ rozwigzania:

— wydhluzenia/skrocenia podatnych pretow do dwoch miejsc po przecinku,

— naprezenia w podatnych pretach do jednego miejsca po przecinku.

Dane:
P=10kN
E =210 GPa
L=10m
d=14 mm
a) | L | L | L ,
! I, 11
lZP 7
VA D I
I i i I -
| | 2p
P A B Cy DI _ x
‘ N, TVB T 2
A N1 +z N
) k‘t i i IO.1mm

Z>°

Rys. 5.13
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ROZWIAZANIE

Rozpatrywany uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (SN). Réwnania rownowagi
statycznej (2.1) nie wystarczajg do wyznaczenia warto$ci reakcji i sit osiowych w podatnych
pretach. Nalezy wprowadzi¢ dodatkowe rownanie, bedace tzw. warunkiem geometrycznym.

Sity osiowe w podatnych pretach
1) >P,=0. N, —Vg+2P—-N,=0 (réwnanie rownowagi statycznej)

2) YXMg=0: N;{-L—2P-L+N,-2L=0 (réwnanie rownowagi statycznej)

Zaleznos¢ geometryczna dla przemieszczen pionowych

M)
L 2L "
3) 2A; = Ay (warunek geometryczny)

Z réwnania 3/, wykorzystujac wzor (5.3), otrzymuje si¢:

o Nk _ Nzl |.ﬂ
E-A  EA L
2N1 = NZ (*)

Po podstawieniu do réwnania 2), otrzymuje sig:

Ny L—2PL+2N;-2L=0 |:L

Ny —2P+ 4N, =0

5N, —2P=0 - 5N;=2P - N1=§P=0.4-10=4kN

Po podstawieniu do zaleznosci (*), otrzymuje sig:

Ny =2N;=2-2P=2P =08-10 = 8 kN

Po podstawieniu do réwnania 1), otrzymuje sig:

SP—Vg+2P+:P=0 —» ZP-Vg=0 - Vyg==P=32-10=32kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow

2 142
A="% ™% _ 1539 mm?
4 4

Wydtuzenia pretow

Ny-L _ 0.4P-L _ 4°0.4"10000:1000
A=—7—= > = —=0.12mm
E-A g 210000114
4
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__Np2L  0.8P-L _ 4-0.8-10000-1000

I - -
U™ "pa = pmd® ™ 210000142
4

= 0.25 mm

Maksymalne przemieszczenie w sztywnego preta jest rowne wydtuzeniu preta II:
w = AH = 0.25mm

Naprezenia w pretach

N 04P _ 4-0.4-10000
op=—=—5= = 26.0 MPa

A Td 142

4

N 0.8P _ 4-0.8:10000
o = == 5~ = = 52.0 MPa

A nd 142

4
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PRzZYKELAD 5.13

Sztywny pret poziomy zawieszono na dwoch podatnych pretach (rys. 5.14a). Wyznaczy¢
wydtuzenia/skrocenia podatnych pretow, powstale w nich naprezenia oraz maksymalne
przemieszczenie W sztywnego preta.

Doktadno$¢ rozwigzania:

— wydluzenia/skrocenia podatnych pretow do dwoch miejsc po przecinku,

— naprezenia w podatnych pretach do jednego miejsca po przecinku.

Dane:
P=5kN
E =210 GPa
L=05m
d=12mm
a) L 2L L
| I 11
T D
-J [
g_
<t
b)
X
c)
To0.12mm
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ROZWIAZANIE

Rozpatrywany uklad jest geometrycznie niezmienny (GN) i jednokrotnie statycznie
niewyznaczalny (SN). Réwnania rownowagi statycznej (2.1) nie wystarczaja do wyznaczenia
wartosci reakcji i sit osiowych w podatnych pretach. Nalezy wprowadzi¢ dodatkowe rownanie,
bedace tzw. warunkiem geometrycznym.

Sity osiowe w podatnych pretach
1) 2P,=0: Va—N;—N,+2P=0 (réwnanie rownowagi statycznej)

2) Y>My=0: N{-L+N,-3L—2P-4L=0 (réwnanie rownowagi statycznej)

Zaleznos¢ geometryczna dla przemieszczen pionowych

A-lu3p
L 3L
3) 34 = A (warunek geometryczny)

Z rébwnania 3), wykorzystujac wzor (5.3), otrzymuje sie:
3

Ni-L _ Np-15L E-A

E-A E-A L
3N, =15N, — 2N, =N,

Po podstawieniu do roéwnania 2), otrzymuje sig:
Ny L+2N,-3L—-2P-4L =0 |:L

N, +6N, —8P =0 — 7N, =8P - N1=§P=1.14P=1.14-5=5.7kN

Po podstawieniu do zaleznosci (*), otrzymuje sie¢:
N, =2N; =2-1.14P = 2.28P = 2.28-5=11.4 kN

Po podstawieniu do rownania 1), otrzymuje si¢:
Va—114P —2.28P+2P =0 - V,=142P =142-5=7.1kN

Pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow

dZ . 2
A="C T2 _ 1131 mm?

4 4
Wydtuzenia pretow

Ni-L _ 1.14P-L _ 4-1.14-5000-500
A=—7—= = = 0.12 mm

E-A  pT® " 210000122
4
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N-1.5L _ 2.28P'1.5L _ 4-2.28-5000-1.5-500

E-A gT T 210000-m-122
4

= 0.36 mMm

A =

Wyznaczenie przemieszczenia w z twierdzenia Talesa:
h_w
L 4L
44, =w - w=4-0.12=0.48mm

|- 4L

Naprezenia w pretach
N 1.14P  4-1.14-5000
op=—= — = = 50.4 MPa
A nd w122
4
N 2.28P  4-2.28-5000
o = 2= 5 = = 100.8 MPa
A d 1°122

4
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PRZYKLAD 5.14

Pret skladajacy sie z dwoch czgséci, miedzianej o dhugosci L; i $rednicy d; oraz aluminiowej
odlugosci L, i s$rednicy dp, umieszczony jest pomigdzy dwiema sztywnymi plytami
w temperaturze montazu 20°C (rys. 5.15). Lewy koniec preta jest utwierdzony do sztywnej piyty.
Pomiedzy prawym koncem preta a sztywna plyta wystepuje szczelina 6. Wyznaczy¢ przyrost
temperatury (podgrzanie) niezb¢dne do zamknigcia (wyeliminowania) luzu 6 oraz naprg¢zenia
W obydwu cze$ciach preta po podgrzaniu do temperatury 80°C.

Dane:

L;=20m

L,=15m

d; =100 mm
d, =80 mm
0=15mm

E; =100 GPa
E, =70 GPa
o =1.6e° UK
o = 2.4 1/K

D o1

Rys. 5.15

ROZWIAZANIE
Luz dzostanie zamknigty przy wzroscie temperatury o Aty (wzor 5.4):
5=L1'a1'ATo+L2'a2'AT0 = (Ll'a1+L2'a2)'AT0

1) 1.5 1.5
AT, = = =

= = = = 22.1°C
Lyai+Lyay 2000:1.6e~5+1500-2.4e > 0.068

Swobodne wydhizanie bedzie nastgpowato do momentu podgrzania preta o ATy Dalsze
podgrzewanie spowoduje nacisk preta na sztywne plyty, ktore oddziatywaé beda na niego
reakcjami Ha i Hc:

HA_HC=0 - HA=HC=H
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Na skutek wydhuzenia termicznego AL; 1 skrocenia mechanicznego wywotanego reakcjami
sztywnych ptyt ALy, pret wydtuzy sie o 6. Warunek zgodnosci wydluzen przyjmuje postac:

AL = ALy, + 6

ALt=L1(Z1AT+L2(XZAT=(L16!1+L26!2)AT
H'L1 HLZ

AL, =
M E;Ay ExA

H'L]_ HLZ
4+ —2
EyA1 ExAp

AT (L a1l a) =8 = H (- + %) (g +5)

E1rA1 Ezx4p E1-A1 Exdp

ALt=ALm+6 - (Ll'a1+L2'a2)'AT=

+6

H _ AT'(Ll'a1+L2'a2)—6 _ AT'(Ll'a1+L2'a2)—8 _ [AT-(L1-a1+L2-a2)—6]'E1-A1-E2'A2
Ly Ly L1EpAp+lpEq-A Li-Ep-Ay+Ly-Eq-Aq
Eq1-A1 Ez-Ap Eq1-A1'Ex-Ap

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow

. 2 . 2

4y =" =20 = 7854 mm?
. 2 . 2

Ay = T = T2 = 5027 mm’

[60:(2000-1.6e~5+1500-2.4¢~5)—1.5]-100000-7854:70000-5027

H = ~ 378900 N
2000-70000-5027+1500-100000-7854
Naprezenia w pretach
H 378900
(o2} =A—=mz48.3MPa
1
H 378900
0, =—=——-~75.4 MPa

4, 5027
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6.

SCINANIE TECHNICZNE LACZNIKOW

Laczniki (Sruby, nity, sworznie, spoiny i in.) shuza do faczenia wigkszych czgéci maszyn. Laczniki
m.in. pracujg na $cinanie i na docisk. Przyjmuje si¢ zatozenie upraszczajace, ze rozklad naprezen
stycznych jest staty na calej powierzchni Scinanej. Warunek nosnosci na $cinanie ma postac:

>~

T=-<k (6.1)
gdzie:

T — sita tnaca dziatajgca w przekroju Scinanym,

A — pole powierzchni przekroju przenoszacego site tnaca T,

k. —napr¢zenia dopuszczalne na $cinanie.

Przyjmuje si¢ zalozenie upraszczajace, ze nacisk na danej powierzchni acznika rozkltada sig
rownomiernie. Dla lacznikoéw o przekroju kotowym, przyjmuje si¢ rozktad naciskow
powierzchniowych rownomierny na przekroju $rednicowym. Warunek nosnosci na docisk ma
postac:

> |

0q = <k d (62)
gdzie:
F — sita nacisku powierzchniowego,
A —rzeczywiste (dla ptaskiej powierzchni nacisku) lub zastepcze pole powierzchni nacisku,
k 4 — naprezenia dopuszczalne na docisk.

Scinanie techniczne moze dotyczy¢ réwniez innych elementéw, np. w postaci ptaskownikow.
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PRZYKLAD 6.1

Krazki o $rednicy d = 400 mm wykrawane sg z blachy o grubosci g =5 mm pod prasg (rys. 6.1).
Material blachy ma wytrzymato$¢ na rozciaganie Ry =450 MPa. Obliczy¢ minimalng warto$¢

sity nacisku prasy.
lP AN - przekrdj scinany

ad

Rys. 6.1

Rozwi4zANIE

Zgodnie z hipoteza wytgzenia Hubera—Misesa—Hencky’ego (HMH) wytrzymato$¢ na $cinanie
WYNOosi:

R, =0.58-R,, = 0.58-450 = 261 MPa

Wykrojenie krazkow z blachy nastapi, gdy napr¢zenia styczne na $cinanej powierzchni
spowodowane dziataniem sity P osiggng warto$¢ wytrzymalosci na $cinanie R; materiatu blachy:

P
T=Z=Rt
A=m-d-g

P

m:Rt - P=Rt"l'['d'g

P=R m-d-g=261-m-40-5=163991 N = 164 kN
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PRZYKLAD 6.2

Wyznaczy¢ wymiary preta z ,,glowa” obcigzonego sita P = 60 kN. Dla materiatu preta naprezenia
dopuszczalne na rozcigganie k; =120 MPa, napr¢zenia dopuszczalne na Scinanie k; =80 MPa
i naprezenia dopuszczalne na nacisk powierzchniowy kg = 200 MPa.

h A - przekrdj rozeiggany (1)
AN - przekrdj scinany (2)

/ ———— - powierzchnia nacisku (3)

Qo S . P
Q.
Rys. 6.2
ROZWIAZANIE
Z warunku nosnosci na rozcigganie (przekroj 1)
P
Oy = A, < kr
T-d?
Ay =——
Pk 4P d?
md? r T pe = | kr
4
4p 4P 4-60000 240000
—<d?* - dz\/—z\/ =\/ ~ 25.2mm
Tky Tky 1120 120

Przyjeto d = 26 mm.

Z warunku nosnosci na scinanie (przekroj 2)

P
T=_Skt
Az

A2=T['d'h
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P h
— <k N
mwdh = ¢ | ke
P P 60000 60000
mwdke ~ mdkg 2680 2080 mm

Przyjeto h = 10 mm.

Z warunku nosnosci na docisk (powierzchnia 3)

P
O'dZ—Skd

A3
m(D%-d?
4, = =)
4
P 4P D%2-q2
< < .
T[(Dz—dz) - kd 1'[-(D2—d2) - kd | kd
4
4p 4p
—<D?—-d? > D?*>—+d?
kg kg

DZJﬂMz:JM”az=JM+676z32.5mm
kg 1200 200

Przyjeto D = 34 mm.
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PRZYKLAD 6.3

Trzy ptaskowniki o szerokosci b =100 mm oraz grubo$ci g1 =3 mm i g, =6 mm, potgczono za
pomoca spoiny klejowej. Obliczy¢ dopuszczalng site P rozciagajaca ztacze oraz wymagang
dhugosc¢ spoiny L. Naprezenia dopuszczalne na rozcigganie materiatu ptaskownikow kr = 160 MPa
oraz naprezenia dopuszczalne na $cinanie kleju ki = 6 MPa.

AN/ - przekroje rozciagane (1)

- powierzchnie scinane (2)

| L
|
T35
P 2958 P
9 S %% S T N
SRR
HO ORI
CESERRELREIIILELLS
@£ 0.5P,
-v‘ql““ | | P
O\
' 2 —
d—el’ | 1
< 05P

Rys. 6.3
ROzwiAZANIE
Z warunku nosnosci na rozcigganie ptaskownikow (przekroje 1)
P
Oy = A_1 < kr

Ai=b-g,=b-2-9,

P
ESkr |'(b'.92)

P<k.-b-g,=160-100-6 = 96000 N =96 kN

Z warunku nosnosci na scinanie spoiny klejowej (powierzchnie 2)

P
T=—XZX kt
Az
AZ = 2 " b " l
P L
S kt | -
2:b-L k¢
P P 96000 _ 96000

Zbkt

<L - L=

2:bke 21006 600

=160 mm
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PRZYKLAD 6.4

Wyznaczy¢ brakujace wymiary potaczenia przedstawionego na rys. 6.4, obcigzonego silg
P =200 kN. Naprezenia dopuszczalne na rozcigganie materialu, z ktoérego wykonano elementy
zacza, ky = 120 MPa oraz naprezenia dopuszczalne na $cinanie ki = 70 MPa.

20 A~ - przekroje rozciggane (1)

N

AN/ - przekroje $cinane (2)

AN - przekroje scinane (3)

Rys. 6.4

ROZWI4AZANIE

Z warunku nosnosci na rozcigganie (przekroje 1)

P
or =<k

24,
A1 = 10 a

P | a
2:10-a r kr
P 200000 200000

<a - az= = = ~ 83.3 mm

2:10-ky 210k, 2:10-120 2400

Przyjeto a = 84 mm.

Z warunku nosnosci na scinanie (przekroje 2)
P
T=—=<k;
Z'AZ

A, =20-b



Scinanie techniczne tacznikéw 145

P b
<k D
2:20p — ¢ | ke
P P 200000 200000
<b - b= = = ~ 71.4 mm
2:20-k¢ 2:20'ky  2-20-70 2800

Przyjeto h =72 mm.

Z warunku nosnosci na scinanie (przekroje 3)

P
T=—=<Ik
2'A3
A, =c-a
P c
k . £
2ca ¢ | k¢
P 200000 200000
<c - c¢c2= = = ~ 17 mm
2-a-ke 2-aky 28470 11760

Przyjeto ¢ = 18 mm.

PRZYKLAD 6.5

Wyznaczy¢ $rednice nitow oraz szeroko$¢ blach dla potaczenia przedstawionego na rys. 6.5,
obcigzonego sita P =10 KN. Grubo$¢ blach g =5 mm, naprg¢zenia dopuszczalne na rozcigganie
ki = 120 MPa, naprezenia dopuszczalne na $cinanie ki =70 MPa i naprezenia dopuszczalne na
naciski powierzchniowe ky = 140 MPa.

SRl IS N LP
| O ©
D’IO-EE;\ 8 /*\ m ; A'>—>P %
0GP ST |

Rys. 6.5

ROZWIAZANIE

Z warunku nosnosci na scinanie nitow

P
T:_Skt

Ap
nd? . nd? nd?
A1=—'n'l=T'4'2=T'8=2T[d2
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gdzie: n —liczba nitow, | — liczba $cinanych przekrojow nitow.

P | d?
2mdz — t k¢
P P

<d? - d*>
21'[kt_d d _2T[kt

P 10000 10000
d> \/ = \/ = \/ ~ 4.8 mm
2Ttk 2170 140

Z warunku nosnosci na naciski powierzchniowe dla nitow

P
O'd=A—2Skd

A, =d-g-n=d-5-4=d-20

P d
—<ky |'—
d-20 kq
P P 10000 10000
<d - d>= = = ~ 3.6 mm
20'kq 20kq 20140 2800

O doborze $rednicy nitow decyduje warunek no$nosci na $cinanie. Przyjeto d =5 mm.

Z warunku nosnosci na rozcigganie ptaskownikow

P
Ur:A_Skr
3

As=(b—-2d)-g=(b—-2-5)5=5b—50

P | 5b-50
5p—50 — T kr

Z<5h-50 — S5bzi+50 /5

r

P 10000 10000
+ 10 = + 10 =
5-ky 5120 600

b > + 10 = 26.7 mm

Przyjeto b =28 mm.
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PRZYKLAD 6.6

Wyznaczy¢ wymiary zlacza belek drewnianych o przekroju kwadratowym, obcigzonego sitg
rozciggajaca P =30 kN. Naprezenia dopuszczalne na rozcigganie k; =10 MPa, napr¢zenia
dopuszczalne na Scinanie ki=1MPa i naprezenia dopuszczalne na naciski powierzchniowe
ks =8 MPa.

AN/ - przekroje rozciagane (1)

- powierzchnia nacisku (2)

A~ - przekroje Scinane (3)

g’[ %>>///V = > 1

Rys. 6.6

ROZWi4ZANIE

Z warunku nosnosci na rozcigganie (przekroje 1)

Oy = A, < k¢
(a-b a?-ab
Al = ) a=
2 2
2P
1) Or = a’-ab — kr

Z warunku nosnosci na naciski powierzchniowe (powierzchnia 2)

P
O-d:_skd

Ay

AZ = b a

P b

- < =

pa =ka | kq

P P
2) <b - b>
kd-a kd-a

Po podstawieniu rownania 2) do rownania 1), otrzymuje sie:

2P 2P
— 7 <k - —F<k
kd-a kd

a—q-
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(a2 P\ 2_p .2
2P <k;-(a kd)‘kr a? — ke
2P+ 2 <k @ |k

kq

Przyjeto a = 100 mm.

Z rownania 2) otrzymuje Sig:
P 30000 _ 30000
b= = =
kq:a 8100 800

= 37.5mm

Przyjeto b =38 mm.

Z warunku nosnosci na scinanie (przekroje 3)

P
T=— S kt
Az
Az =c-a
P c
— <k |-—
ca k¢
P P 30000
—<Cc o =2—= =300
kya - - kya 1100 mm

: r
Pky Pkr 3000010
2P+ ) 2P+ 2:30000+— — 60000+37500
<a® - a= = = ~ 98.7 mm
Ky Ky 10 10
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PRZYKLAD 6.7

Na czopie o $rednicy d =50 mm osadzono za pomocg potgczenia wpustowego piaste o dhugosci
L; =85 mm. Wpust ma wymiary b xh xL,=14 x9x80 mm. Polagczenie obcigzone jest
momentem skrecajagcym Mg = 600000 N-mm. Sprawdzi¢, czy polaczenie spelnia warunki
no$nosci, przy naprezeniach dopuszczalnych na $cinanie k=120 MPa 1 napre¢zeniach
dopuszczalnych na naciski powierzchniowe kg =90 MPa.

- powierzchnia nacisku (1)

AN - przekrdj scinany (2) I

Rys. 6.7

ROZWI4AZANIE

Sita wywierana na wpust, wynikajgca z momentu skrecajgcego Ms
2Ms __ 2:600000
d 50

= 24000 N

Mg
P=7F=
2

Z warunku nosnosci na naciski powierzchniowe (powierzchnia 1)

P
Ud:ATSkd

Ay =32-(L;—2-R)=2-(80—2-7) = 2-66 = 297 mm’
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o4 = — =229~ 80.8 MPa < k4 = 90 MPa
Aq 297

Z warunku nosnosci na scinanie (przekroj 2)

P
T:_Skt
Az

Ay=b-(L,—2-R)=14-(80—2-7) = 14- 66 = 924 mm?

P 24000
T=—=
Ay 924

~ 26 MPa < k. = 120 MPa

Potaczenie spelnia warunek no$nosci na naciski powierzchniowe i na Scinanie.



Scinanie techniczne tacznikéw 151

PRZYKLAD 6.8

Wyznaczy¢ $rednice nitow niezbedng do przeniesienia sity P = 3000 N przez zlacze (rys. 6.8).
Dopuszczalne naprezenia na Scinanie ki = 70 MPa.

100

100

140 160

Rys. 6.8

Rozwi4zANIE
W wyniku redukc;ji sity P do wspdlnego $rodka geometrycznego S wszystkich przekrojow nitow,
otrzymuje si¢ site pionowa P (dazaca do przesunigcia wspornika w kierunku dziatania sity) oraz
moment M (dazacy do obrotu wspornika dookota $rodka S).
Sifa P jest przenoszona réwnomiernie na wszystkie nity:

P 3000

Pi,Pzz_T_SOON i=1+6
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gdzie: n —liczba nitow.

Warto$¢ momentu M wynosi:
M =P-L=3000-(160+ 70) = 3000 - 230 = 690000 N-mm

Sity $cinajace nity, wynikajace z dzialania momentu M majg kierunki prostopadle do linii
faczacych $rodek geometryczny przekrojow nitow S oraz $rodek geometryczny przekrojow
poszczegolnych nitow 1 majg warto$¢ proporcjonalng do odleglosci ri nita od $rodka S:

M=% 1P T

przy czym.

Pim _ Ty |7 i
M T i,j=1,2,3,..,6 i#
Pj,M T]' ] ]

Najwicksze oddziatywanie Ppaxm wystapi w laczniku najbardziej oddalonym od s$rodka
geometrycznego S przekrojow nitow.

Przeksztalcajac powyzsze wzory otrzymuje si¢ zalezno$¢ na sit¢ od momentu M dziatajacego na
dowolny nit:

M-r;

P. = —
i,M
ZTl’{”:l riz

Odleglosci $srodkdéw geometrycznych przekrojow nitdw od wspdlnego srodka geometrycznego S
wszystkich przekrojow nitdw, wynosza:

r, =13 =1, =1, = V1002 + 702 = v10000 + 4900 = V14900 ~ 122.1 mm

r, =15 =70 mm

.12 =4-14900 + 2 - 490 = 59600 + 980 = 60580 mm?

Kat o wynosi:
tga=17700=0.7 - a=35°

Sity od momentu M dziatajace na poszczegdlne nity:
690000:122.1 _ 84249000

P,y =P =P,y =P = ~ 1391 N
1M 3M 4M 6M 60580 60580
690000:70 48300000
P. =P = = ~ 797 N
2M 5M 60580 60580

Sita dziatajgca na nit 1 wynosi:

P, = \/PLPZ +Pim*+2:Pip-Pyycos(90 —a) = \/PLPZ +Pim°+2:Pp Py sina =
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= /5002 + 13912 + 2-500 - 1391 - sin35° ~ 1727 N

Sita dziatajgca na nit 2 wynosi:
P, =Pyp+ Py =500+ 797 = 1297 N

Sifa dziatajgca na nit 3 wynosi:
P, =P, =1727N

Sita dziatajgca na nit 4 wynosi:

P, = \/P‘LPZ + Pyp® 42 Pyp- Py cos(90 + @) = \/P4,p2 +Pyp®—2-Pyp- Py -sina =

=1/5002 + 13912 — 2-500 - 1391 - sin35° ~ 1178 N

Sita dziatajgca na nit 5 wynosi:
P5 = —P5'p+P5,M :—500+797:297N

Sita dziatajaca na nit 6 wynosi:
P, =P, =1178N

Najbardziej obcigzone sg nity 11 3.

Z warunku nosnosci na scinanie przekrojow nitow

P
¢ = Hmax <

A
m-d?
A=
4
_Pmax_4Pmax<k |d_2
T md?2 T gz — 0t ke

4

Pmax — g2, 4> \/4-Pmax _ J4-1727 _ J6908 ~ 56N

k¢ T Ky 70 70

Przyjeto d = 6 mm.
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PRZYKLAD 6.9

Wyznaczy¢ dopuszczalng wartos$¢ sity P, jakg moze przenie$¢ potaczenie sworzniowe (rys. 6.9).
Dopuszczalne naprg¢zenia na rozcigganie k=120 MPa, dopuszczalne naprezenia na $cinanie
ki = 70 MPa i dopuszczalne naprezenia na naciski powierzchniowe kg = 180 MPa.

Dane:

b =40 mm
g=10mm
d =20 mm
D =80 mm

AN/ - przekroje rozciggane (1)
AN/ - przekroje rozciggane (2)
AN - przekroje $cinane (3)

———— - umowna powierzchnia nacisku (4)

P

_______________________________ i .

$o

0.5P —

- 2

|_Q__|

02—

| —="

L

RoOZWIAZANIE

Z warunku nosnosci na rozcigganie ptaskownikow (przekroje 1)

P
O'r=A—1Skr
A1=2'g'b

P

2-g-b Skr |(ng)
P<k.-2-g-b=120-2-10-40 =96000 N = 96 kN

Z warunku nosnosci na rozcigganie ucha ptaskownika (przekroje 2)

P
O'r=A—Skr
2
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A=(D-d)-2-g

P
ozg =t 1"(D=d)-2-g

P<k.-(D—d)-2-g=120-(80—-20)-2-10=120-60-2-10 = 144000 N = 144 kN

Z warunku nosnosci na scinanie sworznia: (przekroje 3)

P
T=—Z5 kt
Az

m-d?
A, = .
3 4

gdzie: n —liczba $cinanych przekrojow sworznia.

A2
<k |'ZEn
T4
.2 202
P<k---n=70-T25.2=70-m-200 ~ 43982 N ~ 44 kN

Z warunku nosnosci na naciski powierzchniowe (powierzchnia 4)

P
O-d:ZSkd

A]_:Z'g'd
P
2-g-dSkd |ng

P<ky-2-g-d=180-2-10-20 = 72000 N = 72 kN

Decyduje najmniejsza warto$¢ sity. Dopuszczalne obcigzenie ztgcza wynosi P = 44 kN.
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PRZYKLAD 6.10

Dwa ptaskowniki potaczone obustronnie naktadkami przyspawanymi spoing pachwinowg
dookolng sg obcigzone silg rozciagajaca P (rys. 6.10). Zaprojektowaé potaczenie, jezeli
dopuszczalne napr¢zenia na rozcigganie materiatu ptaskownikow kr = 120 MPa, a dopuszczalne
naprezenia na $cinanie spoin k; = 50 MPa.

Dane:
b =100 mm
n =80 mm
g=12mm
P =140 kN
A - przekroje rozciggane (1)
AN/ - przekroj rozciagany (2)
)))))))))l))))))))))
P A - P
Ne|le) f— = a Y mimim i m e e —————— ORI SRR . e —
(((((((((1(((((((((
L
| L

\ y BESSEEEEEE TSN EEEIH | =

<= | ]

W R (P '

Rys. 6.10

ROZWI4AZANIE

Z warunku nosnosci na rozcigganie ptaskownikow (przekroj 1)

P
Jr:A_Skr
1

Ay =b-g=100-12 = 1200 mm’

o = P _ 140000
T4, 1200

~ 116.7 MPa < k, = 120 MPa

Plaskowniki spetniajg warunek nosnosci na rozcigganie.

Wyznaczenie grubosci naktadek g, z warunku nosnosci na rozcigganie (przekroj 2)

0.5P
o =——<k
Az
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A, = by "9n = 809,

0.5P
= <k, .9n
80gn kr
0.5P 0.5-140000
o =—< - > —=17,
' 80k, Gn Gn 80-120 7.3 mm

Przyjeto gn = 8 mm.

Zaktadamy wysokos$¢ spoiny pachwinowej h = 6 mm, stad:

a=07h=0.7-6 =4.2mm

Z warunku nosnosci na scinanie spoin

0.5P ’ L
=2 <k’ |- L
L-a kt
0.5P 0.5P 05140000

<L - L>

T = =

7= ~ 333.3 mm
ake 4.2:50

a-k

Przyjeto L = 340 mm.

L-b, _ 340-80
2 2

Dtugos¢ naktadek
L,=2L; =2-130 = 260 mm
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1.

SKRECANIE SWOBODNE PRETOW

Skrecanie swobodne jest drugim (po rozcigganiu/$ciskaniu) prostym przypadkiem
wytrzymato§ciowym.

W zadaniu podstawowym rozpatruje si¢ pret o przekroju kolowym, sztywno zamocowany na
lewym koncu, obcigzony momentem skrecajacym My na prawym koncu (rys. 7.1ab).
W dowolnym przekroju (o) tego preta wystepuja tylko naprezenia styczne 7 (rys. 7.1c¢). Na
rys. 7.1c przedstawiono moment skrecajacy (wielko$¢ przekrojowa) w srodku geometrycznym
przekroju poprzecznego.

N
a) V////////////:
N A A A A A Y Y A A A A A
N T
\\\\\\\\\\\\\l
N
(0}
M
0
b) N /| ay
\\L///7+'_///’/"/":
e e B e
\\\\\\\\\\\\\\ |
N
| L |
C)
\ Tmax
/ Tmax

Rys. 7.1
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W zakresie liniowo-sprezystym pracy materiatu, napr¢zenia styczne 7 wynosza.

Ms
= (7.0)
gdzie:
W, — wskaznik przekroju poprzecznego przy skrgcaniu (tabela 7.1).
Kat skrecenia preta na dhugosci L (od podpory do momenty skrgcajacego czynnego) wynosi:
Ms'L
=L (7.2)
gdzie:
Is — moment bezwtadnosci przy skrecaniu,
G — modut spre¢zystosci postaciowej (modut Kirchhoffa):
E
T 2(1+v) (73)

W przypadku preta o przekroju kotowym moment I jest rowny centralnemu biegunowemu
momentowi bezwtadnosci tego przekroju I,. Jest to przypadek szczegdlny.

Jesli pret jest obcigzony uktadem momentoéw skrecajacych, to traktuje si¢ go jako zbidr pretow.
Katy skrecenia pretow sumuja sig, a kat skrecenia catkowitego Wynosi:

¢ =Xisigr (7.4)

Prety skrecane projektowane sg z warunku nosnosci (WN) 1/lub warunku uzytkowalnosci (WU).

W  przypadku warunku nos$nosci nalezy wyznaczyé wartoSci naprezen Stycznych
W poszczegdlnych odcinkach preta i okresli¢ najwigksze co do modutu naprezenie, ktdre musi
by¢ mniejsze od naprezenia dopuszczalnego przy Scinaniu ki

T, =

== i=12,...n - T=|Ti|max (7.5)

W przypadku warunku uzytkowalnosci nalezy wyznaczy¢ katy skrecenia w punktach
charakterystycznych preta i okresli¢ najwigkszy co do modutu kat skr¢cenia, ktory musi byé
mniejszy od Kata skrgcenia dopuszczalnego guop:

¢, 1=12,..,n = ¢ =I[¢ilmax (7.7)
@ < Pdop (7-8)

Naprezenia styczne w pretach skrecanych o przekroju cienkos$ciennym otwartym oblicza si¢ ze
wzoru (7.1), wykorzystujagc wzory na moment bezwladnos$ci przy skrecaniu i wskaznik
wytrzymato$ci przy skrecaniu zestawione w tabeli 7.1. Najwieksze naprezenia styczne wystepuja
w najgrubszej $ciance profilu cienkos$ciennego otwartego.

Naprezenia styczne w pretach skrecanych o przekroju cienko$ciennym zamknigtym oblicza si¢ ze
wzoru (7.1), wykorzystujgc wzory na moment bezwladnosci przy skrecaniu i wskaznik
wytrzymalo$ci przy skrecaniu zestawione w tabeli 7.1 (wiersz 5; A — pole powierzchni przekroju
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poprzecznego ograniczone konturem przekroju poprzecznego). Najwicksze naprezenia styczne
wystepuja W najcienszej S$ciance profilu cienkos$ciennego zamknigtego. Kontur przekroju
poprzecznego tworzy linia srodkowa ptaskownikéw tworzacych przekrdj poprzeczny.

Naprezenia styczne w sprezynach srubowych (rozcigganych lub $ciskanych) obcigzonych sitg P
WYNosza:

P + Mg 4P 8:P-D
A W, Tmd? mwd3

=17 +1"= (7.9
gdzie:

7' — naprezenie Styczne w przekroju poprzecznym drutu sprezyny,

'’ — naprgzenie Styczne od momentu skrecajacego,

A — pole powierzchni przekroju poprzecznego drutu sprezyny,

W — wskaznik przekroju poprzecznego przy skrecaniu drutu sprezyny,

Mg =P- g— moment skrecajacy drut sprezyny,

D — $rednica podziatowa sprezyny,

d — $rednica drutu.

Wydhuzenie/skrocenie  sprezyny Srubowej obcigzonej sita P (rozciggajaca lub $ciskajaca)
WYNosza:

8-P-D3n
A=
G-a*

(7.10)
gdzie:
n — liczba czynnych zwojow sprezyny.

Wyrdzni¢ mozna szeregowe (rys. 7.2a) i rownolegte (rys. 7.2b) uktady sprezyn. Dla potaczenia
szeregowego sztywnos$¢ zastepcza uktadu sprezyn wynosi:

1 1
=2y (7.11)
Dla potaczenia rownoleglego sztywnos¢ zastepcza uktadu sprezyn wynosi:
ky = Yy kg (7.12)

Dla potaczenia wspotsrodkowego sprezyn (rys. 7.2C) sztywnos¢ zastgpcza ukladu sprezyn
wyznacza si¢ ze wzoru (7.12).
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a) b) c)
/,

k

ki k, 1
k2

m m

Rys. 7.2

Tabela 7.1 Momenty bezwtadnosci przy skrgcaniu i wskazniki wytrzymato$ci przy skrecaniu wybranych przekrojow

Moment Wskaznik
Przekroj bezwladnosci przy wytrzymalosci
skrecaniu przy skrecaniu
T ' mrt mir3
== W=
d - lub lub
r
L= nd* W= md3
T ST 32 T 16
| Sy -y
—p— T I Z w
: Iszi(rz - 1" VVS_Z( 7, )
d,d, 1-- -1 lub lub
I
IW 2 4 4
bl _
¥ : IS = 3_2 (dz4 - dw4) VVS = l dz dw
16\ 4,
L . S
Iy = 2mr3s W = 2mr?s
d=2r - - lub lub
I, = 0.251d38 W, = 0.5md?8
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Tabela 7.1 Biegunowe momenty bezwtadnosci i wskazniki przy skrecaniu wybranych przekrojow

n
1 I
Is=§zbi5i3 Ws=5s
6, i=1 max
bf
f—t
S . 44,2
= . W, = 2A10m;i
62 63 h S 2?212_2 s kOmin
8, Ac=b-h
Ak =b-h
b b
o f———
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PRzZYKELAD 7.1

Wyznaczy¢ Srednice preta o przekroju kolowym z warunkéw nosnosci i1uzytkowalno$ci
(rys. 7.3a). Srednice [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
Mo =3 kN'm
L=20m
G =80 GPa
ki = 100 MPa
Pdop = 1°
— -
4 7,
! L |
b i |
) _UA :M; X
A B!
£ 5
C) | 3 !
M ! 1 1.5kN:m
s
Rys. 7.3

Rozwi4zANIE

Na podporze powstaje moment skrgcajacy podporowy Ma (rys. 7.3b).
Reakcja podporowa

YM,=0: —My+My=0 - My=M,=3kNm

Moment skrecajacy majg statg warto$¢ na calej dtugosci preta.
Wartos¢ momentu skrecajgcego (rys. 7.3c)
MS,AB = MA = MO = 3 kN'm

Moment bezwladnosci przy skrecaniu | WSkaznik przekroju przy skrecaniu
nd*

Is==

nd?

W. =
S 16
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Warunek nosnosci

Ms,AB
T=|tlpax < ke — T=#Skt

M&AB
—= < k¢

16

48000000

Ttk Ttk T-100

Warunek uzytkowalnosci

Ms aB'L
¢ =1¢lmax<¢a - ¢=""—<0¢q

Mg ap'L 32:Mgap'L < d*

< - ZZTsAB L
G'% - <pd G mtd? - (pd | 04

32:M L 4 |32:M L
s,AB S d4 - d 2 s,AB
G g Goq

Zamiana stopni na radiany

o_ _T 40 _
Pq=1°=—=1°= 001745 rad

4 [32:3000000:2000
> |———— =813 mm
80000-1:0.01745

16M 3[|16M 3/16-3000000
s,AB S d3 N d 2 \/ s,AB — \/ —

l

100

Decyduje warunek uzytkowalnosci. Przyjeto srednicg 82 mm.

~ 53.5 mm
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PRZYKLAD 7.2

Wyznaczy¢ wymiary pierscieniowego przekroju poprzecznego z warunku nosnosci (rys. 7.4a).
Srednicg [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
Mo =2kN'm
ki = 100 MPa
a) M, 2M, !
] o C AT
) : —= @ :[dw d,=1.5d,,
L2 | 3L |
b) ! M, ' 2M,
-l = b X
A B Ci
‘z | I
| | : |
i T 2kN-m
c) L ®
M, @
Rys. 7.4

RozwidzANIE
Na podporze powstaje moment skrecajacy podporowy Ma (rys. 7.4b).
Reakcja podporowa
YM,=0: —Mpy+M,+2My=0
—Mp+3My=0 — My=3My;=32=6kNm

Wartosci momentow skrecajgceych (rys. 7.4¢)
MS,AB = MA = 2kN'm
MS,BC = ZMO =2:-2=4kN'm

Wskaznik przekroju przy skrecaniu

m (d—dw* m ((1.5dw)*—dw* T (5.0625:dy*—dy* 3
W, = _(u) — _(#) — _(#) ~ 0.5318d,,
16 d, 16 1.5dy, 16 1.5dy,

Przekro] poprzeczny jest stalty na catej dlugosci preta, stad najwigksze naprgzenia styczne
wystapia w przekroju, w ktorym wystepuje najwigkszy moment skrecajacy.
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Warunek nosnosci

M
- T = —SBC < kt
Ws

T= |T|max < k¢

MS,BC dw3
——— <k |7/
0.5318dy,

MsBC do > 3| Mggc __ 3 2:Mo  _ 3/2:2000000
0.5318ky — W = J0.5318k;  +/0.5318k; ] 0.5318:100

42.2 mm

Przyjeto $rednice wewnetrzng dy, = 43 mm i $rednice zewngtrzng d; = 65 mm.

PRZYKLAD 7.3

Wyznaczy¢ wymiary kolowego cienkos$ciennego przekroju poprzecznego preta z warunku
uzytkowalnosci (rys. 7.5a). Wymiary [mm] zaokragli¢ do liczby catkowite;.

Dane:
Mo =4kN'm
L=10m
G =80 GPa
Paop = 2°
6=0.02d
a) 5M, M 2M
4 1 | :[
Z|
L gL |
b) .| 5M, M, 2Moi
M S e
A B! C D
SR | |
c) e i i
| \ J4kN'm
M, ® | |
| L[ [el]] +
| ! -4
[ '4 1 -8 1
| 14 | | m
! AT T~ I I 0
| /] ™S~ :
: A @ N |
. I

Rys. 7.5
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ROZWIAZANIE

Na podporze powstaje moment skrgcajacy podporowy Ma (rys. 7.5b).

Reakcja podporowa
YM,=0: —Mp+5My+My—2M,=0

—Mp+4My=0 — My=4My;=4-4=16kN-m

Wartosci momentow skrecajgcych (rys. 7.5¢)
Mgpp = Mp = 4My = 4-4 =16 kN'm
Mgpc = Mg — 2My = —My = —4kN'm
Mgcp = —2My = —2-4 = —8kN'm

Moment bezwtadnosci na skrecanie

Iy = 0.257d36 = 0.251d? - 0.02d = 0.005md*

Katy skrecenia preta (rys. 7.5d)
pa=0

Msapl  4MyL
P =@p+ Pap=0+—A— = ——
Gl Gl

4Mo-L | Mspcl _ 4My-L

(~Mo)'L _ 4Mg'L _ MgL _ 3MyL

= @p+ = + + =
$c=®B T PBC = G-Is G-ls G-ls Gls  Gils G-ls
_ _ 3Mg'L | Mgcp'L  3MgL | (=2Mg)-L _ 3MgL  2Mo-L _ ML
Yp=@ct+Qoo=— "t = t— T T, =T
GIs GIs GIs GIs GIs Gls GIs

Najwiekszy kat skrecenia wystepuje w punkcie B.

Warunek uzytkowalnosci

4MOL
Y = |§0|max < Pdop > P = Gl

< Pdop

4My'L < N 800-My'L | d*
G-0.005mat — Pdop Gmat — Pdop

B00MoL _ 14 g~ 4[B00MoL
G Pgop - - G TUPdop

Zamiana stopni na radiany

Pdop

T

Paop = 2° = —— 2° = 0.03491 rad

" 180°
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4/800-4000000-1000
d> ~ 138.2 mm

80000-1*0.03491

Przyjeto srednice d = 140 mm i grubos$¢ Scianki =3 mm.

PRZYKLAD 7.4

Wyznaczy¢ wymiary preta o przekroju cienko$ciennym zamknigtym z warunkéw nosnosci
i uzytkowalnosci (rys. 7.6a).

Dane:
Mo =5 kN-m
L=10m
G =80GPa
ke = 100 MPa
Paop = 1°
5=0.01b
0O
a) A 2M, 3M, 5 !
4 = —oe N R AL
i 0
L | 2L | =
| | | —b—|
b : 2M, |
e KR
A B! Ci
tz || ;
c) | | |
2 L . T10kN-m
M, ? ®
d | | 1

Rys. 7.6

RozwiAZANIE

Na podporze powstaje moment skre¢cajgcy podporowy Ma (rys. 7.6b).
Reakcja podporowa

SM,=0: —My+2My+3M,=0
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_MA+5MO=O il MA=5M0=5'5=25kNm

Wartosci momentow skrecajgcych w poszczegolnych odcinkach preta (rys. 7.6C)
MS,AB =MA= SMO =5:5=25kN'm
MS,BC = 3M0 =3-5=15kN'm

Moment bezwladnosci przy skrecaniu | WSkaznik przekroju przy skrecaniu
Ay =b-b = b?

44,2 4-(b%)? p* 0.015°

o h= 5 =5 =— =0.010"
e el =
L S5 0.01b

W, = 24,8, = 2 - b?+0.01b = 0.02b3

Is =

Przekrdj poprzeczny jest staly na calej dlugosci preta, stad najwicksze naprezenia styczne
wystapig w przekroju, w ktorym wystepuje najwickszy moment skrgcajacy.

Warunek nosnosci

_ _ MsaB
T—lTlmaxSkt - T= Wy Skt

Mg AB 5M 250M, b3
=<k - = < ki <k |-
0.02b3 0.02b3 3 Kkt
250M 3[250My 3 [250-5000000
=—2<h® 5 b> = ~ 232.1 mm
k¢ ke 100
Kqty skrecenia preta (rys. 7.6d)
pa=10
Msap'l _ 5Mo'L
= @a+ Qag = 0+ =22
P = PA T PaB = G, G,
SMyL . Mspc2L  S5Mg-L . 3Mg2L  5Mg-L . 6MygL  11Mg-L
= + = 2 = = =
$c =P T PBC = GIs GIs GIs G-I GIs GIs

Najwickszy kat skrecenia wystepuje w punkcie C.

Warunek uzytkowalnosci

_ 111\/10 L
Y= |(p|max =< Qodop - ¢= =< §0d0p
11Mgy-L N 1100-Mgy'L E b*
G-0.01p4 — Pdop Gpt  — Pdop ®dop

100MyL _ ps g s, 4[1100MoL
G'Pdop - GPdop
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Zamiana stopni na radiany

1° = . 1° = 0.01745 rad

~ 180°

Pdop =

~ 250.5 mm

h> 411100-5000000-1000
- 80000-0.01745

Decyduje warunek uzytkowalnosci.

Przyjeto wymiar b = 252 mm i grubos$¢ Scianki 6= 2.6 mm.

PRZYKEAD 7.5

Pret poddany jest dziataniu momentu skrecajacego (rys. 7.7). Dobra¢ minimalne wymagane
wymiary przekroju poprzecznego zamknigtego i otwartego tak, aby spetnione byty warunki
nosnosci i uzytkowalnosci.

Dane:
Mo =20kN'm
L=20m
G =80 GPa
k: = 100 MPa
Pdop = 1°
6=0.02b
26 26
a) Z] Mo
) — 5 2b lub 6 2b
| L |
| ! 26 26
b) ! M, ko b
A 2 X
A B!
£ ;
c) : 20 |
M ) T 10kN:m
s

Rys. 7.7

RozwiAZANIE
Obcigzenie czynne wywotuje moment podporowy Ma (rys. 7.7b).
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Reakcja
YM,=0: ~—My+My=0 - My=M,=20kNm

Momenty skrecajace maja statg warto$¢ na dtugosci preta.
Wartos¢ momentu skrecajgcego (rys. 7.7¢C)
MS,AB = MA = MO = 20 kN'm

Zamiana stopni na radiany

+1°=0.01745 rad

s
— o —
Pdop = 1° = 180°

PRZEKROJ ZAMKNIETY

Moment bezwladnosci na skrecanie | WSkaznik przekroju przy skrecaniu
Ak =2b-b = 2b2

2
_oaa® 0 4(2p?)”  44b*  16b*28 3 _ 4
Is = m b Db _2b b _2b  b+abtb+ab 1,5 1.6b> - 2-0.02b = 0.064b
i=15; 26 & 25 & 268

W, = 2Ak8min = 2 2b% 6 = 4b? - 0.02b = 0.08b3

Warunek nosnosci

M
T=|T|maXSkt - T=S_'ABSkt

Ws
M M b3
s,AB S ¢ - 0 S ¢ | .z
0.08b3 0.08b3 ket
M 3[ M 3 (20000000
——<p? > b= = ~ 135.7 mm
0.08k¢ 0.08k¢ 0.08:100
Warunek uzytkowalnosci
— _ MS,AB'L
Y= |(p|max =< Qodop - ¢= G-ls =< (pdop
Ms aB'L MyL b4
- < - < .
G0.064p — Pdop G0.06ap* — Pdop | ®dop
My'L 4 Moy-L 4| 20000000-2000
—2- _<p* > bh> . = ~ 145.5
G-0.064Pgop G-0.0649gop 80000-0.064-0.01745

Decyduje warunek uzytkowalnosci.

Przyjeto wymiar b = 146 mm i grubos$¢ Scianki 6= 3 mm.
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PRZEKROJ OTWARTY

Moment bezwladnosci przy skrecaniu | WSkaznik przekroju przy skrecaniu
1 1 1 1
Iy = ;Z;;l 8> = ;[b -(26)* +2b-8 +b-(26)°] = ;(b -88° +2b8° + b - 868°) = . 18b8° = 6b5° =

= 6b(0.02b)% = 4.8-1075h*

Is _ 48107°b* _ 4.8107°b*

W, = = = =1.2-1073p3

S Smax 26 2:0.02b
Warunek nosnosci

M
T=|tlpax < ke —» T=222<k
Ws

Mg AR M b3
—= =<k —5s<k |
1.2:1073p3 1.2:1073p3 Kkt

M, 3 M 3| 20000000

—2 _<p? -5 p>’|—2—="|————=550.3mm
1.2:10= 3k 1.2:10 3k 1.2:1073-100

Warunek uzytkowalnosci

_ _ MsapL
@Y= |§0|max < Pdop - Q= Gl =< QDdop

Mg gL MgyL b*
—SAB - < - —0 < .
Gag10-5pt — Pdop Gag10-5pt — Pdop | Pdop

Mo'L 4 Mq'L 4 20000000-2000

————— < b* - b> — = — ~ 879.0 mm
G4.81075¢q,p G'4.8'1075@4,p 80000-4.810~5-0.01745

Decyduje warunek uzytkowalnosci.

Przyjeto wymiar b = 880 mm i grubo$¢ $cianki 6= 18 mm.

Zadanie pokazuje przewage profili zamknigtych nad otwartymi w przenoszeniu momentow
skrecajacych.
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PRZYKLAD 7.6

Wyznaczy¢ wykresy momentu skrecajacego Ms, maksymalnego naprezenia stycznego 7 i kata
obrotu ¢ dla preta 0 kotowym przekroju poprzecznym, przedstawionym na rys. 7.8.
Dane:

Mo =100 N'-m
L=05m
G =80 GPa
d=14 mm
a) M,
/ - 7 é’/
— ) I
| L | L |
ol M m
-t == ey
A B Ci
' ; i
c : 50 i i
) M, # i I25N'm
il | -50 I
d : 92.8 I |
) : ] 50MPa
e) i‘ i0.()8.28_6928 i T0.05rad
” QMME
Rys. 7.8

ROZWIAZANIE

Niezerowymi reakcjami w rozpatrywanym uktadzie sa momenty podporowe Ma i Mc (rys. 7.8b).
Pret jest geometrycznie niezmienny (GN) 1 jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (SN) ze
wzgledu na skrgcanie. Rownanie rownowago statycznej sumy momentow wzgledem osi X nie
wystarcza do wyznaczenia dwoch reakeji. Nalezy wprowadzi¢ dodatkowe rownanie, bedace tzw.
warunkiem geometrycznym.
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1) XM, =0: —My+My—M:=0 (réwnanie rownowagi statycznej)
2) @c=0: @ap + Ppc =0 (warunek geometryczny)
Momenty skrecajgce

Msag = Mo — Mc

Mgpc = —Mc

Moment bezwladnosci przy skrecaniu | WSkaznik przekroju przy skrecaniu

nd* mw14* 38416
Iy =—= = ~ 3771.5 mm*
32 32 32

]/]/S:

nd® _ wi14® w2744

= ~ 538.8 mm°
16 16 16

Z rdwnania 2)

MsaB'L | Mgpcl _
G-I Gl

Pag+ @pc=0 - 0

(Mg—Mc)-L n (=Mc)L
G-lIs G-ls

MO_MC_MC:() i MO—ZMC=O
2Mc =M, - Mc=05M,=05-100=50N-m

G
=0 |-

Z rownania 1)

My = My — Mc = My — 0.5M, = 0.5M, = 0.5- 100 = 50 N-m
Wartosci momentow skrecajgceych (rys. 7.8¢)
Mg ag = My — Mc = My — 0.5My = 0.5M, = 0.5- 100 = 50 N'm

Mypc = —M¢ = —0.5M, = —0.5- 100 = —50 N'm

Wartosci maksymalnych naprezen stycznych (rys. 7.8d)

Msag 05My 50000
Tpp = 22 = —2 = ~ 92.8 MPa
72 We 538.8
L _Mspc_ _05My _ 50000 o500
BC W W 538.8 '

Wartosci katow skrecenia (rys. 7.8e)
pa =10

MsapL _ 0.5Mg:L _ 0.5:100000-500
Gls GIg 80000-3771.5

P =@Pa+@apg =0+ = 0.08286 rad

pc=0
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PRZYKLAD 7.7

Wyznaczy¢ wykresy momentu skrecajacego Ms, maksymalnego naprezenia stycznego 7 i kata
obrotu ¢ dla preta 0 kotowym przekroju poprzecznym, przedstawionym na rys. 7.9.
Dane:

Mo =50 N'm
L=05m
G =80 GPa
d=16 mm
a) 4M, M, 2M '
2 “'i '_'9" '_"’0 E - d
| L LO.5L | 05L | L !/ /
b) ps | AMy M, 2M, M,
o - e e,
A B 'C D El
'z ] |
i i 125 i i i
c | | |
) | & 625 . 150N'm
= C% | : 128
! -75 i : : !
! I 1554 1 ! !
dy 933 | ' ]50MPa
: ® % |
: % i : -31.1 ;
I R |
e | |
) | | | i i ]0.05rad
4 R Lo
° 4Wms 7
-0.07286

Rys. 7.9
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ROZWIAZANIE

Niezerowymi reakcjami w rozpatrywanym uktadzie s3 momenty podporowe Ma i Mg (rys. 7.9b).
Pret jest geometrycznie niezmienny (GN) 1 jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (SN) ze
wzgledu na skrecanie (sg rowniez dodatkowe wigzy nadliczbowe 1 lub 2 w zaleznosci od
zalozen). ROwnanie rownowago statycznej sumy momentéw wzgledem osi X nie wystarcza do
wyznaczenia dwoch reakcji. Nalezy wprowadzi¢ dodatkowe rownanie, bedace tzw. warunkiem
geometrycznym.

1) XM, =0: My—4My+ My + 2M, — Mg = 0 (r6wnanie rownowagi statycznej)
2) Qg = 0: @ag + Ppc + ©cp + Ypg =0 (warunek geometryczny)

Momenty skrecajgce

Mg pp = —4My + My + 2My — Mg = —My — Mg
Mgpc = My + 2My — Mg = 3My — Mg

Mg cp = 2M, — Mg

Mspg = —Mg

Moment bezwladnosci przy skrecaniu | Wskaznik przekroju przy skrecaniu

nd* mi16* 65536
Iy =—= = ~ 6434.0 mm*
32 32 32
md® w163 w4096
W, ="—= = ~ 804.3 mm°
16 16 16

Z rdwnania 2)

MsaB'L =~ Mgpc0.5L

Pap + @pct@cptpp =0 - = + Mo 0O | Mspel

Gl G-I G-I

0

(-Mo—Mg)-L | (3Mg—MEg)-0.5L | (2My—Mg)-0.5L  (3—Mg)-L _
GIs G-I G-Ig G-I

—M, — Mg + 0.5(3My — Mg) + 0.5(2My — Mg) — Mg =0
_MO - ME + 15M0 - OSME + MO - OSME - ME = 0
1.5My —3Mg =0 - 3Mg=15M, — Mg=0.5M,=0.5-50=25N-m

G-I
L

0 |

Z rownania 1)
MA_4‘M0 +M0 +2M0 —05M0 =0
Mp—15My=0 - My =15M;=15-50=75Nm

Warto$ci momentow skrecajacych (rys. 7.9c¢):
MS,AB == _MO - ME = _MO - 0.5M0 == _1.5M0 == _1.5 - 50 == _75 Nm
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Mgpc = 3My — Mg = 3My — 0.5M, = 2.5My = 2.5-50 = 125 N'm
Mg cp = 2My — Mg = 2My — 0.5M, = 1.5M, = 1.5:50 =75 N'm
Mgpg = —Mg = —0.5M, = —0.5M, = —0.5-50 = =25 N'm

Wartosci maksymalnych naprezen stycznych (rys. 7.9d)
Msap _ —15Mg _ —1.5:50000

TaAB = = = ~ —93.3 MPa
Ws Ws 804.3
M 2.5M, 2.5-50000
Tpe = 2L === ~ 155.4 MPa
Ws Ws 804.3
M 1.5M, 1.5-50000
Tep = =2 =""02= ~ 93.3 MPa
Ws Ws 804.3
M —-0.5M —0.5-50000
Tpg = —2£ = 0 = ~ 31.1 MPa
Wy Wy 804.3

Wartosci kqtow skrecenia (rys. 7.9e)

pa=0
_ _ Msapl _ —15MpL _ —1.5:50000:500
P8 = Qa + ap = 0 + o= = =2 = Z TS = —0.07286 rad
_ _ Mspc05L 25Mg-05L _ 2.5:50000-0.5:500
9c = 95 + @ac = Pp +po—— = —0.07286 + =72 = —0.07286 + =TT =
= —0.01215 rad
_ _ MSVCD'O.SL _ 1.5M,-0.5L _ 1.5-50000-0.5-500 _
Pp = Q¢ + Pcp = Pc + —G-Is = —0.01215 + —G-Is =-—0.01215 + —80000-6434 =
= 0.02428 rad

pc=20
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PRZYKLAD 7.8

Obliczy¢ $rednice d watu, Srednice D tulei i wysoko$¢ spoiny a potgczenia przenoszacego
moment skrecajacy Mo = 9000 N-m. Napre¢zenia dopuszczalne na $cinanie materiatlu rodzimego
i spoiny k; = 60 MPa.

N
M, M, -E[q
_____________________________ ; ___%,. SES

i 4

Rys. 7.10

ROZwIAZANIE
Wskaznik wytrzymatosci przy skrecaniu przekroju watu

nd3
Wy ==
sl 16

Warunek nosnosci na skrecanie watu

My
T:|T|maxskt - T:W51Skt
_ Mg 16M, d3
T_“_‘ﬁSkt nd3 — Ot |k_t

16My < d3 S5 od> 3 [16M, _ 3 [16-9000000 = 91.4 mm
Ttk 60

Przyjeto d =92 mm.

Warunek nosnosci na scinanie spoiny

T
T=- S kt
A
M, 2M
T=Z==>
a d
2
A=1-d a2
T a
= <k —
mdavz — ¢ | ke
T T 2M, 2:9000000
<a - a> = 0 = = 8 mm
T['d'\/i'kt T['d'\/i'kt T[.dz.\/f.kt 922:4/2:60
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Aby mozna byto wykona¢ spoine o wysokosci @ = 8 mm, $rednica tulei musi by¢ rowna:

D=d+2-av2=92+2-8-v2=114.6 mm
Przyjeto D = 116 mm.

Wskaznik wytrzymatosci przy skrecaniu przekroju tulei

4_ 44 4 _ 4
Wy = "(Dl ! ) _ “(1321122 ) — 185219.6 mm?®

Sprawdzenie tulei z warunku nosnosci na skrecanie
My
Wsi

T= |T|max <k - < k¢

7 — Mo _ 9000000
Wsni  185219.6

= 48.6 MPa < k; = 60 MPa

Warunek nosnosci na skrgcanie tulei jest spetniony.

PRZYKLAD 7.9

Sprezyna $rubowa o Srednicy podzialowej D = 50 mm, $rednicy drutu d = 6 mm i ilosci zwojow
n =10, obcigzona jest sila rozciagajaca P =500 N. Obliczy¢ maksymalne naprgzenia $cinajace
w przekroju drutu 1 wydhuzenie sprezyny. Modut sprezystosci postaciowej materiatu drutu
sprezyny G = 80 GPa.

ROZWIAZANIE

Naprezenia od Scinania przekroju drutu sprezyny

P 4-P 4-500 2000
=== = = = 17.7 MPa
A T-d? 62 36

Naprezenia od skrecania przekroju drutu sprezyny
m_ Ms _ 8PD _ 850050 _ 200000 _ 50, 5 nina
Ws md3 63 216

T

Wypadkowe naprezenie styczne
Tmax =T + 1" =177+ 294.7 = 312.4 MPa

Wydtuzenie catkowite sprezyny

8-P-D3: 8:500:503:10
A= == 2 — 482 mm
G-d* 80000-6%
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PRzZYKELAD 7.10

Sprezyna srubowa pod dziataniem sity $ciskajgcej P =600 N moze wydluzy¢ si¢ o Aq=5cm.
Naprezenia dopuszczalne na $cinanie materialu sprezyny ki =400 MPa. Modut sprezystosci
postaciowej materiatu drutu sprezyny G = 80 GPa. Wyznaczy¢ $rednice podzialowa sprezyny D,
$rednice drutu sprezyny d i liczb¢ zwojow n, przy zatozeniu D/d = 10.

ROZWIAZANIE

Warunek nosnosci

TSkt

;g _ 4P | 8PD _ 4P
m-d? T-d3 md?

T=1+1

(1 + 2) =2 (E.,.E) _ 4P (d+20) _ 4P(d+2D)

d mwd2\d  d/) mwd2\ d t-d3

%:10 -~ D=10d

4P(d+2D) _ 4P(d+2:10d) _ 4P(d+20d) _ 4P-21d __ 84Pd _ 84P

wd3 - md3 - wd3 T md3 T wd®  mwd?
84P d?
S kt | L
md? kt

84P 84P 84:600
—<d*? - d= /—= / = 6.3 mm
Tkt Tkt 1400

Przyjeto $rednice drutu d =7 mm.

Srednica podziatowa sprezyny
D =10d =107 =70 mm

Warunek uzytkowalnosci

8-P-D3n Aq:G-d*  50-80000-7%
Aq=—— - n=4 = =5.8

G-d* 8-P-D3 8-600-703

Przyjeto liczbg zwojow n = 6.
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PrzykrAD 7.11

Dwie sprezyny w uktadzie wspotsrodkowym (rys. 7.11a) Sciskane sg sitg P = 3.5 kN. Dlugos¢
swobodna sprezyny zewnetrznej jest o 80 mm wigksza od dlugosci swobodnej sprezyny
wewnetrznej. Wyznaczy¢ sity, przemieszczenia (skrocenia) i naprezenia w obu sprezynach,
Sporzadzi¢ charakterystyke sztwynos$ciowa uktadu.

Dane:
D; =100 mm
D, =60 mm
Ny = 12 zwojow
Nz = 10 zwojow
P=35kN
a=80mm
d=10mm
G =80 GPa
a) ¢P b) _
q
o
% — -
.02 | A
| D1

Rys. 7.11

RoOzw14ZANIE
Site Py potrzebna do $cisniecia sprezyny zewngtrznej o a = 80 mm mozna obliczy¢ ze wzoru
(7.10):

a-G-d* _ 80-80000-10*

__ 8PyDi3ny
8D:3n, 8-1003-12

G-d*

=667 N

A=a - aG-d*=8P, D> ny > P,=

Sita Py, jest mniejsza od sity P , dlatego spowoduje skrocenie sprezyn o odpowiednio A i As.
Warunek rownowagi sit w uktadzie sprezyn:
P1 + Pz =P

Warunek zgodnos$ci przemieszczen (skrocen) w uktadzie sprezyn:
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a+ AZ = /11
gdzie
8'P1'D13‘n1 8'P2'D23'n2
Ay = SDim ) 8PaDam
1 Gat 72 G-a*

8-P2-D23-n2 _ 8'P1'D13'Tl1
G-d4 - G-d4

a+

8-P,-603-10 _ 8-P;-1003-12
80000-10%  80000-104

80 +

1)  80+0.0216P, = 0.12P, — 80+ 0.0216P, — 0.12P, = 0
2) P1+P2=P i P1=P—P2=3500_P2

Podstawiamy wzor 2) do rownania 1):

80 + 0.0216P, — 0.12- (3500 — P,) =0
80 + 0.0216P, — 420 + 0.12P, =0
0.1416P, — 340 =0

0.1416P, = 340

P, = 2401.1 N

Z rbwnania 2)

P; = 3500 — P, = 3500 — 2401.1 = 10989 N

Przemieszczenia (skrocenia) sprezyn

8:P;'D13n 8:1098.9:1003-12
M=—"""= =131.9mm
G-d* 80000-10%

8P;D;3n, _ 82401160310
Gd* 80000104

Ay = =519 mm

Naprezenia scinajgce w sprezynach
4-p; | 8Py:D; _ 410989 | 81098.9-100

T, = = 13.99 + 279.83 = 293.8 MPa

m-d? wd3 1102 m103
1, = o2z 4 BPaBy  220%1 ) BRROLO0 _ 30.57 + 366.86 = 397.4 MPa
™d md3 102 103

Charakterystyka sztywnosciowa uktadu sprezyn (rys 7.11b)
Py _ 667

Pw=k1'a - k1=7=g=83N/mm

P—Pw _ 3500-667

P=Ry=lu 2z = kn==—7 51.9

= 54.6. N/mm
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8.

ZGINANIE PROSTE BELEK

Zginanie proste preta prostego wystepuje wowczas, gdy obcigzenie czynne dziatajace
W plaszczyznie pionowej centralnej wywotuje momenty gnace i sity tnagce w tej plaszczyznie
(rys. 8.1b). Pret jest wowczas nazywany belkg. Dziatanie momentu gnagcego M w plaszCzyznie Xz
pokazano na rys. 8.1c. Rozktad naprezen normalnych o jest liniowo zmienny w Kierunku osi z
i staty na szerokosci przekroju poprzecznego.

a)

Rys. 8.1
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W zakresie liniowo-sprezystym pracy materiatu, napr¢zenia normalne o w skrajnych wtdknach
bisymetrycznych przekrojéw poprzecznych wynosza:

M M
O-g =—— , 0q =7 (81)

Wy Wy
gdzie:
M — moment zginajacy,
W, — wskaznik przekroju poprzecznego przy zginaniu wzgledem osi centralnej y (rys. 8.1,
tabela 8.1).

Wskazniki przy zginaniu belki o dowolnym monosymetrycznym przekroju poprzecznym oblicza
SI¢ Z& WZOrow.

Iy =
Wg =7+ Wya =3 (8.2)
gdzie:
Wy, Wyq — wskaznik przekroju poprzecznego przy zginaniu, odpowiednio dla widkien
gornych i dolnych,

hg, hq — odlegtosc¢ od osi y, odpowiednio widkien gornych i dolnych.

W przypadku przekrojow monosymetrycznych, wyznacza si¢ dwa wskazniki (8.2), a nastgpnie
warto$ci naprgzen we wtoknach gérnych 1 dolnych:
M M
Ug=—W—yg ’ 0d=W—yd (8.3)
Dla przekrojow bisymetrycznych hy = hg, co prowadzi do jednej wartosci wskaznika przekroju
przy zginaniu Wy.

Naprezenia styczne przy zginaniu wyznacza sie ze wzoru Zurawskiego:

_ TS

Tyy = e (8.4)

gdzie:
T — sita tnaca,
S, —moment statyczny odcigtej czesci przekroju wzgledem osi z (rys. 8.2),
I, — moment bezwladnosci przekroju wzgledem osi centralne; Y,
b(z) — szeroko$¢ przekroju na poziomie z.

Wielkosci wystepujace we wzorze Zurawskiego (8.4) zilustrowano na przyktadzie belki
0 przekroju prostokatnym (rys. 8.2).
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h/2

)
N

¥

| V4 |
ZC

h2 |

et

b

Rys. 8.2

Lini¢ ugigcia belki wyznacza sig, rozwigzujac (catkujac) rownanie rézniczkowe osi odksztatconej
belki (rownanie Eulera):

EL,w"(x) = —M(x) (8.5)

gdzie:
E — modut sprezystosci wzdtuznej (modut Younga) materiatu belki,
w'' (x) — druga pochodna funkcji ugigcia belki.

Dokonujac catkowania rownania (8.5), otrzymuje sig :
ELw'(x) =—[M@)dx+C - ¢x)=w'(x) (8.6)
ELw(x) =—[[fM(x)dx]dx+Cx+D - w(x) (8.7)

Do calkowania rownania rézniczkowego osi odksztalconej belki prostej stosuje sie metode

Clebsha, opierajaca si¢ na czterech zasadach:

1) poczatek uktadu Xz przyjmuje si¢ w lewym koncu belki,

2) moment zginajgcy oblicza si¢ od lewej strony i powtarza si¢ wyrazy z poprzednich
przedzialow,

3) moment gngcy wywotany momentem skupionym zapisuje si¢ za pomocg odcigtej podniesione;
do potegi O,

4) nie otwiera si¢ nawiasow.

State calkowania C i D wyznacza si¢ na podstawie warunkow brzegowych (rys. 8.3).
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podpora podpora podpora podpora
przegubowo-przesuwna przegubowa sztywno-przesuwna sztywna
J§¥% %ﬁ}% %A % %A %
2 4
w=0 w=0 w’=0 w=0
w’=0
Rys. 8.3

Belki zginane projektowane sg z warunku no$nosci (WN) i/lub warunku uzytkowalnosci (WU).

W  przypadku warunku no$nosci, nalezy wyznaczy¢é wartosci naprezen normalnych
W poszczegolnych odcinkach belki i okresli¢ najwigksze co do modutu naprezenie, ktére musi
by¢ mniejsze od napr¢zenia dopuszczalnego przy zginaniu Kg:

M; .
9=y = 1,2,..,n - 0 =|0ilmax (8.7)
o<k (8.8)

W przypadku warunku uzytkowalnos$ci, nalezy wyznaczy¢ przemieszczenia (ugigcia) W punktach
charakterystycznych belki i okresli¢ najwigksze co do modutu ugigcie, ktore musi by¢ mniejsze
od ugiecia dopuszczalnego f:

wi, i=12,.,n - w=|w|nax (8.9)

w<f (8.10)
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Tabela 8.1 Wskazniki przy zginaniu dla wybranych przekrojow poprzecznych regularnych

Przekrdj poprzeczny

Wskaznik przekroju poprzecznego
przy zginaniu

N

- feee——r————-1-

o

=

2

\ .%

a=2r

lub

W = 0.25nd?§
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PRZYKLAD 8.1

Zaprojektowa¢ belke z warunku no$nosci iuzytkowalno$ci (rys. 8.4a). Wyznaczy¢ wykresy
naprezen normalnych o i stycznych z, w przekroju B Wymiary [mm] zaokragli¢ do liczby
calkowite;.
Dane:

P =2000 N

L=0.3m
E =210 GPa
kg =180 MPa
f=1mm

Y I,,
| L ! L ! . b=3h !
i P |
A | WEF
v, B Clve
| | e
c) | |
¥ I o
;l 1300 i
d | i i
I 1000 ! !
T ! T 1000N
ki
Rys. 8.4

ROZWIAZANIE

Belka poddana jest dziataniu sity skupionej prostopadtej do jej osi. Wielkosciami przekrojowymi
w tym przypadku sa momenty zginajace i sity tnace.
Przed przystapieniem do wyznaczania wielko$ci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje

(rys. 8.4b). Reakcja pozioma Ha jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w kierunku osi
belki.
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Reakcje
YMy=0: —P-L+Vc-2L=0
Ve-2L=P-L |:2L

Ve =25 = 0.5P = 0.5-2000 = 1000 N
2L

ZPL'ZZO: _VA+P_VC=O
Vo=P—-V:=P—-=0.5P=0.5P=0.5-2000=1000N

Rownanie sprawdzajgce

YMg=0: —Vo-L+Ve-L=0 - —05P-L+05P-L=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajqgcych (rys. 8.4c)

MA:()
Mg =V,-L=05P-L=05-2000-0.3=300Nm
MC=0

Wartosci sit tngcych (rys. 8.4d)
Tag = Va4 =0.5P =0.5-2000 = 1000 N
Tgc = =V = —0.5P = —0.5-2000 = —1000 N

Moment bezwladnosci i wskaznik przy zginaniu przekroju poprzecznego wzgledem osi
centralnej y

b-h®  3h-h3 3n* h*
Iy=—= =—=—=0(0.25h*
12 12 12 4
b-h?  3h-h? 3h h
Wy = = = 0.5h3
6 6
Warunek nosnosci

— _ IMImax
U—lO’lmaXSkg - O'—TySkg
0.5P-L L h3

oo ks o 5 sk

<h3 5 h>3’1; 32000300~149mm
g

Funkcja ugiecia belki

Rozpatrywang belke dzielimy na dwa przedzialy (rys. 8.5a). Wzor na moment zginajacy dla
pierwszego (rys. 8.5b) i drugiego (rys. 8.5¢) przedziatu jest nastepujacy:
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1
M) = Vp-xly = PG = Dly = 3P x| = PG =Ly

I I
a) P
Al L t L X
Vi B Clv,
'
| L L
b
) A _x
Vi
'
x|
P
c) A i | _
MR o
'
L
| x |
Rys. 8.5

Po podstawieniu do réwnania ré6zniczkowego osi odksztalconej (8.4), otrzymuje sig:

ElLw"(x) = —M(x) = = 2P x|I +P(x — L)y

Pierwsze catkowanie

(o) = —Lp.1,2 e 12 —_1p.2| L 1pc,_7)2
ELw'(x) = —3P-1x |I+P ~(x—1L) |H+C— LPx?| +IPG -1 +C

Drugie catkowanie

—_15. 1.3 1p. 1 _ 133 _
ELw(x) = -2 3x|I+Z1D ~(x- L) |H+Cx+D—

=—iPx3| +1P(x—L)3| +Cx+D
12 1 6 1l

Uwzglednienie warunkow brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D)

wix=0=0 - ELwx=0)=-2P 0 +C-0+D=0 > D=0
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wx=2L)=0 - EIyw(x=2L)=—%P-(2L)3|I+%P(2L—L)3|H+C-2L=0
—LP-8I34+IPI3+2CL=0 - ——PI*+-PL*+2CL=0

12 6 12 6

—SPI3+-PL*+2CL=0 - —>PI*+20L=0 - 2CL=:PL* |:2L

c=21p12
4

Uwzgledniajagc wyznaczone stale catkowania, funkcja ugigcia przyjmuje postac:

w(x) = — —iPx3| +3P(x—L)3| +1PL2-x]
El, 12 I 6 I 4

Maksymalne przemieszczenie (ugiecie) wystepuje w punkcie B (tylko I przedziat):
= Wn = =" _Lp.p3ilpz.y| = L_Lp3oilp3|=
Wax = wp = w(x = L) = Ely TREE L L] - Ely[ P+ PL ] -
3
=—|-2P+1Pi?|=— 2P| =1
En, L 12 12 Ely L12 6Ely

Warunek uzytkowalnosci

W= Wl <f = w=ib<f - FE o
max — 6El, — 6E-0.25h* —

pPL3 h*

<
1.5E-h* — f f

pPL3 PL3 4| 2000:3003
<h* > h>=" = 1| 20050 15.5mm
1.5E-f 1.5E-f 1.5-210000-3

Decyduje warunek uzytkowalno$ci. Przyjeto:
h =16 mm
b=3h=3-16 =48mm

Wartos¢ momentu bezwladnosci i wskaznika przekroju poprzecznego przy zginaniu wzgledem osi
centralnej y:

I, = 0.25h* = 0.25 - 16* = 16384 mm*
W, = 0.5h% = 0.5 163 = 2048 mm°

Maksymalna wartos¢ naprezenia normalnego ow przekroju B' (rys. 8.6a)

o = Ms _ 300000
max "y, T 2048

= 146.5 MPa

We wioknach goérnych wystgpuje Sciskanie (naprezenia ujemne), a we widknach dolnych —
rozcigganie (naprezenia dodatnie).
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Wartosci naprezen stycznych w przekroju B' (rys. 8.6b)

moment statyczny odcietej czesci przekroju dla z = +h/2
h
s(£3)=0

moment statyczny odcietej czesci przekroju dlaz = 0

.h2 162
S(0)=A-zg=b-2-2="0 =25 = 1536 mm’
(22) TE) oo _
Tz \+3) = 1yb(+D) 1638448
_ Tp'S(0) _ 0.5P-1536 _ 1000-1536 _
Tx2(0) = I,b(0) ~ 16384-48 1638448 1.95 MPa
a) g MPa) ek b) 1 mpa
A
4
t
{
X 1.95 \
LA | <
4
é t
*
_____________ *.___.__.___-_____-
146.5
z z

Rys. 8.6
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PRZYKLAD 8.2

Zaprojektowa¢ belke z warunku nosnosci iuzytkowalno$ci (rys. 8.7a). Wyznaczy¢é wykresy
naprezenia normalnego o i stycznego z, w przekroju AP. Wymiary [mm)] zaokragli¢ do liczby
calkowite;.
Dane:

P =10kN

L=10m
E =210 GPa
kg = 180 MPa
f=5mm

Q
S

(o)
~—
J>§

Rys. 8.7

ROZWIAZANIE
Belka poddana jest dziataniu sity skupionej pionowej. Wielkosciami przekrojowymi sa moment
zginajacy 1 sifa tnaca.

Przed przystapieniem do wyznaczania wielkosci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 8.7b). Reakcja pozioma Hp jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w kierunku osi
belki.
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Reakcje
> P, =0: —Va+P=0 - Va=P=10kN
YMy=0: My—P-L=0 - My=P-L=10-1.0=10kN'm

Rownanie sprawdzajgce

ZMBZOI MA—VA'L=O - P-L—-P-L=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 8.7¢)

M =0
My =-My=-P-L=-10-1.0=—-10kN'm
MB=O

Wartosci sit tngcych (rys. 8.7d)
TAB=VA=P=10kN

Wyznaczenie charakterystyk geometrycznych przekroju poprzecznego

Srodek geometryczny przekroju poprzecznego znajduje sie na osi v . Jest to pionowa o$ symetrii
przekroju (rys. 8.8). Nalezy jedynie okresli¢ jego potozenie na tej osi.

Wspotrzedne srodkow geometrycznych figur sktadowych (rys. 8.8a)
C; = (0,0.5a)
C, =(0,3a)

Pola powierzchni figur sktadowych (rys. 8.8a)
Ay =5a-a = 5a?

A, = a-4a = 4a?

Pole powierzchni przekroju poprzecznego
A=Y%,A; =5a®+ 4a® = 9a?

Moment statyczny przekroju poprzecznego wzgledem osi u (rys 8.8a)
Sy =X, 4; v, =5a%-0.5a + 4a? - 3a = 2.5a% + 12a® = 14.5a°
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Polozenie srodka geometrycznego przekroju poprzecznego na osi v (rys. 8.8b)

S 14.5a3
== — = 1.61a

¢ A 9a
Odlegtos¢ wiokien skrajnych gornych i dolnych od osi obojetnej (rys. 8.8b)
hg =v. = 1.61a
hg = 5a — 1.61a = 3.39a

a) b)
a | | y ve=h,
S
c 5
a
da hd
1z
Rys. 8.8

Moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego wzgledem osi centralnej y (rys. 8.8)

I=1,=%"1, +A(ve — vci)z =1, + A (v. — vcl)z + 1, + Ay (ve — vCZ)Z =

5a-a3 a-(4a)3

==+ 5a%-(1.61a — 0.5a)? + — 4a*- (1.61la — 3a)* =
4 4
=22 +5a%- (1.110)% + =~ + 4a® - (—1.39a) = —a* + 6.16a* + = a* + 7.73a* =

= 19.64a*

Wskazniki przekroju poprzecznego przy zginaniu dla wiokien gornych i dolnych (rys. 8.8b)

I _ 19.64a*

W, =—= =12.20a3
€ hg 1l6la
I 19.64a*
Wy=-—= = 5.7943
hq 3.39a
Warunek nosnosci

M,
Uzlo'lmaxﬁkg - o=—"2<k

Mmax — |MAp| _ _PL a_3

Wmin  Wq  579a3 — 8 | kg
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P-L . 3 .
<a3 - q>3[_PL _ 3[100001000 21.3 mm
5.79kg 5.79Kkg 5.79-180

Funkcja ugiecia belki

W rozpatrywanej belce wystepuje jeden przedzial (rys. 8.9a). Wzdér na moment zginajacy
(rys. 8.9b) ma postac:

M(x)=—Mp x°+Vy-x=—PL-x°+P-x

I
M 14 N
a) A P
> EEEEK ! x
AtV, 1 B
'
| L |
M
b) ™A
f}_ __________ ;
Atv,
'
| ) L
Rys. 8.9

Po podstawieniu wyrazenia na M(X) do réwnania rozniczkowego osi odksztatconej (8.4),
otrzymuje si¢:

EL,w"(x)=—-M(x) =PL-x°—P-x

Pierwsze catkowanie

ELw'(x) =PL-x—P-~-x2+C

Drugie catkowanie

ELw(x) =PL ~x*—~P-=x3+Cx+D =-PL-x*—=P-x3+ Cx + D
2 2 3 2 6

Uwzglednienie warunkéw brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D):

wx=0)=0 - ELw(x=0)=PL-0—>-P:024+C=0 - C=0
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wx=0)=0 - Elyw(x=0)=§PL-02—%P-03+D=0 > D=0

Uwzgledniajagc wyznaczone stale catkowania, funkcja ugigcia przyjmuje postac:
1

EL, EPL-xZ —%P-x3]

w(x) =

Maksymalne przemieszczenie (ugigcie) wystepuje w punkcie B:
- =" |tpr.12_tp. 3| =L|[ip3_1ps3| =
wmaX—WB—W(x—L)—EIy[ZPL 2-2P L]—Ely[ZPL 6PL]_

b o Bl R e

Warunek uzytkowalnosci WU

W= W S f > W=t <f <
— T imax = T 3EL, — 3E-19.64a* —
pL3 a*
< Rl
58.92E-a* — f | f
PL3 4| pL3 4| 10000-10003
<a* - a> = ~ 20.1 mm
58.92E-f 58.92E-f 58.92:210000-5

Decyduje warunek no$nosci. Przyjeto:
a=22mm
b=5a=>5-22=110mm
h=5a=5-22=110mm

Wartosci momentu bezwitadnosci i wskaznikéw przekroju poprzecznego przy zginaniu wzgledem
osi centralnej y

I, = 19.64a* = 19.64 - 22* = 4600787.8 mm’
W, = 12.20a% = 12.20 - 22% = 129905.6 mm°
W4 =5.79a3 = 5.79 - 223 = 61651.9 mm®

Maksymalne wartosci naprezen normalnych o We widknach gérnych i dolnych w przekroju AP
(rys. 8.10a)
My _ (=10000000) _
Ogmax = W, = T zeetss 77.0 MPa
- _ M _ =10000000
dmax =y T 616519

= —162.2 MPa
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a) g MPal o b) 1, mPaj 1.17
' N / 5.84
' X X
. ] g\
8.66
Cheel o0 T
‘TZ VZ
Rys. 8.10

Wartosci naprezen stycznych t W przekroju AP (rys. 8.10b):

moment statyczny odcietej czesci przekroju dla punktu A (z =-1.61a; rys. 8.11)

S(—1.61a) =0

moment statyczny odcietej czesci przekroju dla punktow B i D (z =-0.61a; rys. 8.11a)

S(—0.61a) = Ay - z¢; = 5a%-a-1.11a = 5.55a3 = 5.55 - 223 = 59096.4 mm°

moment statyczny odcietej czgsci przekroju dla punktu C (z = 0; rys. 8.11b)

S(0)=A,-2zc; + Ay 2zc, =5a?a-1.6la+a-0.61la-0.305a = 8.05a> + 0.186a3 =
= 8.236a3 = 8.236- 223 = 87696.9 mm°

moment statyczny odcietej czgsci przekroju dla punktu E (z = 3.39a; rys. 8.11)

5(3.39a) =0

) A A b) A,
a { ;
: N Zco
| ,\D B Ia :[Zm | | AEE B a:L :[ZCW
I 4 Cla, ¥ losta
[E e
vZ 1
l.__5a | "
L 5a |
Rys. 8.11
Teoa(—1.61a) = TAS(-161a) _ _ 100000 _ o

Iyb(-1.61a)  4600787.8:110

Ta'S(—0.61a) _ 10000-59096.4
= = 1.17 MPa
I,'b(-0.61a)  4600787.8:110

Tyzg(—0.61a) =
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Ta'S(—-0.61a) _ 10000-:59096.4
I,b(-0.61a)  4600787.8-22

Typc(—0.61a) = = 5.84 MPa

Ta-S(0) _ 10000-87696.9
I,b(0) ~ 4600787.8-22

Terp(0) = = 8.66 MPa

Ta'S(3.39a) 100000
I,:b(339a)  4600787.8-22

Tyr5(3.392) = = 0 MPa

PRZYKLAD 8.3

Wyznaczy¢ wykresy o, 5, W przekroju CP belki swobodnie podpartej (rys. 8.12).
Dane:

P =2000 N
L=05m
) P 2P i
a L
b vzZa
VAN A
’ 77 ol o
MRV R AR R R - 0g
b) | P P |
A4 L . _x Z B
fVA EB EC DTVD vZ . ﬁ
I ] a=
+z i i i b9 =19
c) ! | ! | b=42
Y WW T 1000N:m
i 1330) 570 i
d) | 2660 | i i
T ® 660 E i I1000N
[[1&[[] |
o
-3340
Rys. 8.12

Rozwi4zANIE
Belka poddana jest dzialaniu sit skupionych prostopadtych do jej osi. Wielko$ciami
przekrojowymi sg moment zginajacy i sita tnaca.

Przed przystapieniem do wyznaczania wielko$ci przekrojowych, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 8.12b). Reakcja pozioma Hp jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w kierunku osi
belki.
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Reakcje
YMy=0: —P-L—2P-2L+Vp-3L=0
Vp 3L =PL+4PL =5PL |:3L
Vp = gP = 1.67P = 1.67-2000 = 3340 N
YP,=0: —Vy,+P+2P—-V,=0
—Vpa+P+2P—-167P =0
—Vpa+133P=0 - V,=133P=1.33-2000=2660N

Rownanie sprawdzajgce

Y2Mc=0: —Vp,-2L+P-L+Vp-L=0
—133P-2L+PL+1.67P-L=0
—2.66PL+PL+167PL=0 - 0=0

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 8.12c)

My =0

Mg =Vp-L=133P-L=133-2000-0.5=1330N'm
Mc=Vp-L=167P-L=1.67-2000-0.5=1670N'm
Mp =0

Wartosci sit tngcych (rys. 8.12d)

Tag = Va4 =1.33P = 1.33-2000 = 2660 N

Tgc =Vp—P =133P—-P = 0.33P =0.33-2000 = 660 N
Tecp = —Vp = —1.67P = =1.67P = —1.67 - 2000 = —3340 N

WartosCi momentu bezwladnosci i wskaznika przekroju poprzecznego przy zginaniu wzgledem osi
centralnej y

. \h.3 . .
[=1, =2 g bul 12800, 1968 _ 1792000 — 2 - 497850.67 =
12 12 12 12
= 796298.66 mm*
W =L = 222 — 19907.47 mm®
h/2 40

Maksymalna wartos¢ naprezenia normalnego ow przekroju C” (rys. 8.13):

Mc 1670000
Omax = 3 T Too07.47 83.9 MPa

We wioknach gornych wystepuje Sciskanie (naprezenia ujemne), a we wioknach dolnych —
rozcigganie (napr¢zenia dodatnie).
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a) o [MPa] =5 b) ¢ _vPal -0.93

:

| Ba

1
F“X
N
(@]

||
g

9.7

Rys. 8.13

Wartosci naprezer: stycznych w, W przekroju C (rys. 8.13)

moment statyczny odcietej czesci przekroju dla punktu A (z =40 mm; rys. 8.14a)
Sp(z=40mm) =0

moment statyczny odcigtej czesci przekroju dla punktow B i D (z = 34 mm; rys. 8.14b)

Sgp(z = 34mm) = A, - z¢, = 42+ 6+ 37 = 9324 mm°

moment statyczny odcigtej czgsci przekroju dla punktu C (z = 0; rys. 8.14c)

Sc(z=0)=Ay zc;+ A, 20, =42-6-37 +4-34-17 = 9324 + 2312 = 11636 mm°

T-S ~3340-0
Tyya(z = 40mm) = —2 = =0
' Iy'ba  796298.6642
T-S -3340-9324
Ty, 5(z = 34mm) = —= = = —0.93 MPa
' Iy'bg  796298.6642
T-Sp _ —3340-9324
Ty p(z = 34mm) = —2 = = —9.78 MPa
' Iybp  796298.66'4
T-Sc _ —3340-11636
Tyoc(z=0)=—%= = —12.20 MPa

" Lybc 796298.664
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a) 1 b)
| |
(o)
_u‘
C y 8
~ % - .
D o & A b o 8%
| 1 I\.
| A ¥4
a=4 b=42 |
b=42
b)
o
||N
C . _ N
A, . ﬂ
R ™| T
\ R
D I B
1 Z f
a=4
b=42

Rys. 8.14
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PRZYKLAD 8.4

Wyznaczy¢ funkcje ugigcia belki (rys. 8.15a) oraz przemieszczenia punktu A (ugiecie i obrot).
Narysowac¢ wykres osi odksztalcone;.

Dane:
P=10kN
L=20m
E =210 GPa
ly = 4500000 mm*
a
| I /
%
| L |
! !
——H ! |
r A}
) P Mg !
A i BTVB
| 12
C :
P
L 3
A
'z
x|
! L
d
) P
Y v
W - %
Da
Rys. 8.15

ROZWIAZANIE

Dla rozpatrywanego uktadu reakcje (rys. 8.15b) nie wystgpuja w rownaniu osi odksztatconej
belki.

W belce wystepuje jeden przedziat (rys. 8.15b). Wzor okreslajagcy moment zginajacy (rys. 8.15¢)
ma postac:

M(x)=—-P-x
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Po podstawieniu M(x) do rownania rézniczkowego osi odksztatconej (8.4), otrzymuje sie:
ELw"(x) =-M(x) =P-x

Pierwsze catkowanie

ELw'(x) =P~ x*+C

Drugie catkowanie

ELw(x) =2-P-2 x>+ Cx+D ==P-x>+Cx +D

Uwzglednienie warunkéw brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D)
wx=L)=0 - Elyw’(sz)zg-P-L2+C =0 - Cz—%PLZ
—7) = —=1p.-134+(=1ps2). =
wx=1)=0 - ELw(x=L)=:P-L +( ~PI2)-L+D =0
P13 —ZPI34+D=0 - -P-13- PI34+D=0
6 2 6 6

—2PI*+D=0 - D=:PI

Uwzgledniajac wyznaczone state calkowania, funkcje obrotu i ugigcia przyjmujg postaé:

’ 1 ]1 1
w'() = () = 5[ Prx? = P2

w(x) = i[lp-x3 ~lprz.x +1PL3]
Ely L6 2 3

Przemieszczenia (obrét i ugigeie) w punkcie A wynosza (rys. 8.15d):

1 J1 1 PL? 10000-20002
<pA=w'(x=0)=—[—-P-02——PL2]=— = — —0.021 rad
El, L2 2 2EL, 2:210000-45000000

3 . 3
wp =w(x =0) = ﬁ[%P +03 —~PL2- 0 + §PL3] =L 1000072999" _ _ 8.2 mm
y

"~ 3El,  3-210000-4500000
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PRZYKLAD 8.5

Wyznaczy¢ funkcje ugiecia belki (rys. 8.16a) oraz przemieszczenia punktu A. Narysowaé Wykres
osi odksztalcone;.

Dane:
Mo =100 N'm
L=10m
E =210 GPa
ly = 16300 mm*
a
) M,
2
C a
| - |
e
r \
)y, |
C:_ _______________________ My x
A 1 B
+z Vi
c) :
M, |
=
',
x|
! L
d)
RN
7% @ S LN E

Rys. 8.16
Dla rozpatrywanego uktadu reakcje (rys. 8.16b) nie wystepuja w rownaniu osi odksztatconej
belki.

W belce wystepuje jeden przedzial (rys. 8.16b). Wyrazenie okre$lajace momenty zginajace
(rys. 8.16¢) jest nastepujace:

M(x) = M, - x°
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Po podstawieniu M (x) do rownania rozniczkowego osi odksztatconej (8.4), otrzymuje sig:
ELw"(x) = -M(x) = =M, - x°

Pierwsze catkowanie

ELw'(x) = —My x +C

Drugie catkowanie

EL,w(x) = =My -7 x? + Cx +D

Uwzglednienie warunkow brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D)

wkx=L)=0 - ELwx=L)=-My:L+C =0 - C=My-L
wx=L)=0 - Elw(x=L)=——-My-[?+M-L-L +D =0
—~ My 12+ My-L2 +D =0

“Mg-L2+D=0 - D=—2M,-I?

Uwzgledniajac wyznaczone state calkowania, funkcje obrotu i ugigcia przyjmujg postaé:

w'(x) = p(x) = %[—M0 ‘X + Mg - L]

N [ VA T e —Xar g2
w(x)—EIy[ S Mo x? + My L-x —3M, L]

Przemieszczenia (obrot i ugiecie) w punkcie A wynoszg (rys. 8.16d):

i — N — Lt 1 _ MyL _ 100000:1000 _
Oa=w'(x=0) == [=My- 0+ My~ L] = 2% = S0 = 0,029 rad
= —0)=-"2[-1.m .02 1o _L1ar 2] Mol

WA—W(x—O)—EIy[ 2 My~ 02+ Mo-L-0 =M, - 17| = =

100000-10002
=—— =146 MM
2:210000-16300
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PRZYKLAD 8.6

Wyznaczy¢ funkcj¢ ugiccia belki (rys. 8.17a) oraz przemieszczenia punktu B. Narysowaé¢ wykres
osi odksztalcone;.
Dane:

g =5000 N/m

L=20m
E =210 GPa
ly = 64500000 mm’*

a)
EREEREREERN
| L |
R ! |
M, | Q ‘:
3 !, -
Ay B
| |
L/2 !
) M, ax q !
¥ Cx
AJTV; _________
2
0.5x|
| " L |
d) |
EREEEENEREN
AN
Rys. 8.17

ROZWIAZANIE

Przed przystapieniem do wyznaczenia WzOru na moment zginajacy, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 8.17b). Reakcja pozioma Ha jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w kierunku osi
belki.
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Reakcje
Q=q-L=500-2=1000N

YP,=0. —Voi+Q=0
Va=0Q =qL =75000-2=10000 N
YMy=0: My—Q-05L=0
M, =Q-0.5L =qL-0.5L = 0.5qL2 = 0.5 - 5000 - 22 = 10000 N'-m

W belce wystepuje jeden przedziat (rys. 8.17b). Wzoér na moment zginajacy (rys. 8.17c) jest
nastepujacy:
M(x) = =My -x°+Vy-x—qx-05x =—0.5qL* x° +qL-x —qx-0.5x =

= —0.5qL% - x° + gL - x — 0.5gx?

Po podstawieniu M (x) do rownania rézniczkowego osi odksztatconej (8.4), otrzymuje sig:
EL,w"(x) = 0.5qL? - x° — qL - x 4+ 0.5qx*

Pierwsze catkowanie

() =2g12 x —aL-L-x24+21g 13 =012 - x=gL - x2+1g-3
Elyw(x)—qu X=ql->-x*+-q-sx°+C=-ql* x—-ql-x"+-q - x" +C

Drugie catkowanie

-1 42,1 2 1 , 1.3, 1 1 4 —
EIyW(x)—ZqL S X 2qL X +-qrox +Cx +D =

=iqL2-x2—%qL-x3+2—14q-x4+Cx +D

Uwzglednienie warunkow brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D)
wx=0)=0 - ELw(x=0)=2qLl*0-2qL-0*+-q-03+C =0 - C=0

wx=0)=0 - EIyW(x=0)=iqL2-02—%qL-O3+2—14q-04+D=O > D=0

Uwzgledniajac wyznaczone state calkowania, funkcje obrotu i ugigcia przyjmujg postaé:
"(x) = =2 oz —toL - x2 410 43
W(x)—<p(x)—Ely[2qL X—=sqL-x*+-q x]

=2 lgz. 2 _Lop 34 xt
W(x)—ElquL X*—=—ql-x"+—q-x ]
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Przemieszczenia (obrét i ugiecie) w punkcie B wynoszg (rys. 8.17d):

—wi(r=1 V=Y 2.7 X y.2 1 3| = L (L3 1 73,1 13|
(pB_W(x_L)_EIy[ZqL L qu L +6q L]_Ely[ZqL qu +6qL]—

= 0.007 rad

1 [1 3] _qLl® 520003
" ELle "~ 6El,  6210000-4500000

= =) ="|tgrz 2 -tgr 134+ Lqg 14 =2 |2grt - 1g1t + 2 g1t =
WB_W(x_L)_EIquL Lo =gal- "+ 54 L]_Ely[4qL 5L +24qL]—

1 [6 4 1 1 [3 L*
= —[—qL4 - —qL4 + —qL4] = — —qL4] =1 —
EL, 124 24 24 El, [24 8EI,
5-2000%

= = 10.6 mm
8:210000-4500000
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PRZYKLAD 8.7

Wyznaczy¢ funkcje ugigcia belki (rys. 8.18a) oraz przemieszczenia punktu C. Narysowa¢ wykres
osi odksztatcone;.
Dane:

P =2000 N

L=10m
E =210 GPa
l, = 200000 mm*

a)
, |7
%
| L | L |
| ! |
R EnaEEE
) MB : |P i
Qi‘____z______{ ____________ | X
Afy, "B C
C) M, *Z
L\ 3
Atv,
¥
x|
| L] L |
d I I
) Mg | lP
Ny
AV, B
{z
| X |
! L | L |
e) PJ
Z|
Z S w,
‘.Ih’\
Pa

Rys. 8.18
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ROZWIAZANIE

Przed przystapieniem do wyznaczenia WzOru na moment zginajacy, nalezy wyznaczy¢ reakcje
(rys. 8.18b). Reakcja pozioma Ha jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w kierunku osi
belki.

Reakcje

YP,=0: —Va+P=0
Vy =P =2000N

YMp=0: —My—P-L=0
Mp=—P-L=-2000-1=-2000N'm

W belce wystepuja dwa przedziaty (rys. 8.18b). Wzor na moment zginajacy (rys. 8.18c i 8.18d)
jest nastepujacy:

M(x) =My x°+Vy-x|;,—P(x—L)|;;=—PL-x°+P-x|, — P(x—L)|

Po podstawieniu M (x) do rownania rozniczkowego osi odksztatconej (8.4), otrzymuje sig:
EL,w"(x) =PL-x° =P x|+ P(x—L)|;

Pierwsze catkowanie

ELw'(x)=PL-x—P-2x?| +P-2(x—L1)*| +C=
2l 2 1
=PL'X_%P'XZ| +%P'(X_L)2|II+C
I

Drugie catkowanie

1

—pr.r1,2_1p. 1.3 Ip.10v_7)3 —
Elw(x) = PL-1x* =3P -Ix |I+2P 61| +Cx+D=

=2PL-x*=2P-23| +3P-(x— L)+ Cx+D
1

Uwzglednienie warunkoéw brzegowych (wyznaczenie statych calkowania C i D)

w(x=0)=0 - ELw(x=0)=PL-0—-3P-0) +C =0 - C=0
I

wx=0)=0 - Elyw(x=0)=§PL-02—%P-o3| +D=0 - D=0
1

Uwzgledniajac wyznaczone state catkowania, funkcje obrotu i ugigcia przyjmuja postaé:

’ 1 1 1
AR
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=2 tpp-x2-1ip.y3| +ip.(x=1)3
W(x)_EIy[ZPL x“—=-P-x |1+6P (x—1L) I,,]

Przemieszczenia (obrét i ugigcie) w punkcie C wynoszg (rys. 8.18e):

, 1 1 1
0c = w'(x = 2L) :E—Iy[PL 2L =3P (L] +3P- (2L —1)Iu] =

= 2_1p.gy2 Ip.y2) [ = L 2 _opr2| 1+ 1lpr2) | =
= |2pL? 2P 4L|I+2P L|,,]_EIy 2PL? = 2P1?|; + 2 PL?|,| =

El,
1 [1 pPL? 2000-10007

== [— 2] =P = 0.024 rad
El, 12 2EI,  2:210000:200000

1 |1 1 1
we = w(x = 2L) = E[EPL -(2L)2 = <P~ (2L)3|I +2P- (2L - L)3|,,] =

=—[pL-42 = 2p-81%| +1P L%|,]=
Ely L2 6 ;6
= (2P - 3P13| +2PL3ly| == |2PLP - 2PL3| +1PL3|,| =
Ely L 3 ;6 El L6 6 ;6
r 3 . . 3
— L EPL?)] — 5PL — 5:2000:1000 = 39.7 mm
EIy | 6 6E1y 6:210000-200000




Zginanie proste belek

215

PRZYKLAD 8.8

Wyznaczy¢ funkcje ugigcia belki (rys. 8.19a) oraz przemieszczenie (ugiecie) punktu B.

Narysowac¢ wykres osi odksztalcone;.

Dane:

P =2000 N

L=05m

E =210 GPa
ly = 200000 mm*

a) JF’
AN AN
! 2L _ L !
| I A | I
b) :' ) Y 8 )
- lP |
f'\i; """" T B""?"'CTVC
Cc) 4'z
A ;
tv
',
l— x|
! 2L | L
d) iz p
A r
V, B
i |
| 2 AR
e)

-‘~-—
-
. —— e ——

Rys. 8.19
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ROZWIAZANIE

Przed przystgpieniem do wyznaczenia wzoru na moment zginajacy, nalezy wyznaczy¢ wartosci
reakcji (rys. 8.19b). Reakcja pozioma Ha jest rowna zeru, poniewaz nie ma obcigzenia w
kierunku osi belki.

Reakcje

YMy=0: —P-2L—V;-3L=0
Ve-3L=P-2L [:3L
Ve=2P=2-2000=1333.3N

YP,=0: —Va+P—V:=0
VA=P—VC=P—§P=§P=666.7N

W belce wystepuja dwa przedziaty (rys. 8.19b). Wzor na moment zginajacy (rys. 8.19c i 8.19d)
jest nastepujacy:

1
M (x) =VA-x|,—P(x—2L)|”=5P-xI—P(x—2L)|”

Po podstawieniu M (x) do réwnania rézniczkowego osi odksztatconej (8.4), otrzymuje sig:

ElL,w"(x) = —lP'X| +P(x —2L)|y,
3 1

Pierwsze catkowanie

Elyw'(x)=—1P-1x2| +P-1(x—2L)2| +Cc==p-x?| +ip-(x-20)?% +c¢
3 2 I 2 11 6 1 2 11

Drugie catkowanie

=_1p.13 4y 1p. 1. —21)3 —
Elw(x) = =P 3x*| +3P 3 (G =20y +Cx+D=

=—iP-x3| +1P-(x—2L)3| +Cx+D
18 1 6 11

Uwzglednienie warunkow brzegowych (wyznaczenie statych catkowania C i D)

wx=0)=0 - EIyw(x=0)=—1—18P-O3| +C-0+D =0 - D=0
I
wx=3L)=0 - EIyw(x=3L)=—1—18P-(3L)3| +=P-(3L—2L)3| +C-3L=0
1 11
— =P 27 +-P-[3+C-3L=0 - —2PL*+=-PL3+C-3L=0

—2PL34+C-3L=0 - C-3L=2PL* |:3L
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C=2pr?2=2p|2
18 9
Uwzgledniajac wyznaczone state catkowania, funkcje obrotu i ugiecia przyjmujg postac:
! = 1 |_1p.,2 1p. (v — 2 4572
W) = 90) =[P x |1 +2P - (x —2L) |” +2PL ]

w(x) ==—|-=P- 3|1 +2P-(x - 2L)3|” +§PL2x]

EIy

Przemieszczenie (ugigcie) w punkcie B wynosi (rys. 8.19¢):

wg =wlx=2L) = o[- P (2L)3| +2pi2-2L] = o[- Pl + 51 =
SRR L R B R R
__4PL® _ 4-2000-5003 — 265
= = .60 MM

9EI,  9-210000:200000

PRZYKLAD 8.9

Na czop (rys. 8.20a) wywierany jest nacisk 55 kN. Wyznaczy¢ $rednice d i dlugos¢ L czopa,
modelujac go jako wspornik. Naprezenia dopuszczalne na nacisk powierzchniowy kg =5 MPa,
a napre¢zenia dopuszczalne na zginanie kg = 80 MPa.

a)

@D
@d

L/2

Rys. 8.20
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Rozwi4ZANIE
Nacisk na czop rowny 55 kN zastepuje si¢ sitg skupiong P w $rodku dtugosci czopa (rys. 8.20b).

Maksymalny moment zginajgcy
M=p-:
2

Wskaznik przekroju przy zginaniu
md3
W=%

Z warunku nosnosci na zginanie

M
Omax = WS kg

pL a3
_ 2 . _32
Omax = td3 < kg | Kk
Ev) &
nd3 P-L
1) —_— =
32 2kg

Z warunku nosnosci na docisk

P
O-d=ESkd
P

Po podstawieniu wzoru 2) do rownania 1), otrzymuje sie:

P
dkq _ P? 32d

a3 P

32 2kg  2kg

32p2 4| 32p2 4(32:550002
d* = - d= = ~ 78.8 mm
21mkgkq 2mkgkq 21805

Przyjeto $rednice d = 80 mm.

Z robwnania 2) otrzymuje si¢:

P 55000
=—= = 137.5 mm
d-kq 805

Przyjeto dlugos$¢ czopa L = 138 mm.
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PRzYKELAD 8.10

Wyznaczy¢ dopuszczalng warto$¢ sity P dziatajacej na zeliwny wspornik (rys. 2.21a). Naprezenia
dopuszczalne na rozcigganie k;=30MPa oraz napr¢zenia dopuszczalne na Sciskanie
ke =100 MPa.

B e b)) O e
P B——I T_V Yi A, Ty
11 X
. 3| o—= 7 | l . |
X
O .C
Tyz C
Tl o 0——)1'2
S A, C,
N
I || 1 X | X
5| | 29
> 350 |
Rys. 8.21

ROzwiAZANIE
Maksymalny moment zginajgcy (przekrdj B-B)
M =P-a=250P

Pole powierzchni przekroju B-B (rys. 8.22b)

A; = 35050 = 17500 mm?

A, = 50400 = 20000 mm?

A=A, + A, =17500 4+ 20000 = 37500 mm?

Moment statyczny przekroju B-B wzgledem osi x(rys. 8.22b)
S, =A,y; + A4, y, = 17500 - 425 + 20000 - 200 = 7437500 + 4000000 =
= 11437500 mm®

Potozenie srodka geometrycznego przekroju B-B (rys. 8.22c)

X, = 175 mm

__ Sy __ 11437500

Ye = 4 T 37500 =305 mm
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Moment bezwtadnosci przekroju B-B wzgledem osi x¢ (rys. 8.22¢)

_350-50%
L=

L, = 3645833.3 mm*

__ 504003
, =

L = 266666666.7 mm*

IxC = le + A - (Y1 - YC)Z + Ixz + A4, (yz - yc)z =
= [3645833.3 + 17500 - (425 — 305)2] + [266666666.7 + 20000 - (200 — 305)2] =
= 255645833.3 + 487166666.7 = 742812599 mm*

Wskazniki przy zginaniu dla przekroju B-B wzgledem osi obojetnej x
W, = Lec  _ 742812599

h-yc  450-305
Ly, _ 742812599
ye 305

= 5122845.5 mm®

Wy = = 2435451.1 mm®

Z warunku nosnosci na rozcigganie wiokien gornych w przekroju B-B

M 250P W,
oo=—<k, - =—<k |2
Wg Wg 250
kW, 30-5122845.5
P<—=E= ~ 614742 N
250 250

Z warunku nosnosci na sciskanie wtokien dolnych w przekroju B-B

M 250P w
oo=—<k. - =—<k |2
Wq Wq 250
koW 100-2435451.1
p<=4d= ~ 974180 N
250 250

Decyduje warunek nos$nosci na rozcigganie wiokien gomych przekroju B-B. Dopuszczalna
warto$¢ sity P = 614.7 kN.



221

9.

PLASKI STAN NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA

Rozpatrujemy ciato odksztalcalne o cigglym rozktadzie punktéw materialnych. Stan napr¢zenia
w dowolnym punkcie ciata odksztatcalnego opisany jest przez tensor napr¢zenia:

Ox Txy Txz
[Tyx Oy TyZI (9.1)

Tzx Tzy Oy

gdzie:
Oy, Oy, Oy, — napr¢zenia normalne,
Tey = Tyx
Txz = Tzx — naprezenia styczne (parami rowne; aksjomat Boltzmana)
Tyz = Tzy

Szczegdlnym przypadkiem stanu naprezenia jest ptaski stan naprezenia (kod PSN), w ktorym
napr¢zenia na wybranej parze przeciwleglych plaszczyzn elementarnej objetosci (element
rozniczkowy) sa rowne zeru (rys. 9.1a— PSN dla ptaszczyzny xy; 0; =0, 5, = 0, 7, = 0).

a)
yll
t
T
LI B
A
'Exy
GX GX >‘
i — S
Txy
A oy
T X
X
Oy
ax

Rys. 9.1
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Wzory transformacyjne dla PSN majg postac (rys. 9.1b dla ¢ > 0):

Op = %(Ux +oy) + i (02 — 0y) c0S 20 + Ty 5in 200 ©.2)
1 1 i
00 =102+ 0) =30 0,) s 2~y sin2g ©3
Tpe = —= (0 — 0,) sin 2¢) + Ty, COS 2 (94)
przy czym:
op + 0, =0y, +o0, (9.5)

Istnieje szczegblna orientacja, dla ktorej naprezenia styczne sa rowne zeru. W PSN wystepuje ona dla
obrotu elementarnej objetosci o kat ¢y :

tg2¢o = — (96)

Ox—0y

Dla takiej orientacji, naprezenia normalne s3 nazywane naprezeniami gtownymi, a ich kierunki —
kierunkami glownymi (rys. 9.2):

0, = %(O’x +0,) + %\/(O‘x - ay)z + 412, (9.7)

o, = %(ax +0y,) — %\/(O‘x - O'y)z + 412, (9.8)

przy czym o, < 07.

W przypadku, gdy o, = o, przyjmuje si¢ ¢, = 45° dlat,, > 0 oraz ¢, = —45°dlat,, <O0.

Rys. 9.2
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Stan odksztalcenia w dowolnym punkcie ciala odksztalcalnego opisany jest przez tensor

odksztatcenia:
Ex  Exy  Exz
Eyx & E&yz
Ezx gzy &z
gdzie:
Ex) Ey, &7 — odksztalcenia kierunkowe (liniowe),
Exy = Eyx
€xz = Ezx — potowy odksztatcen postaciowych.
Eyz = &gy

(9.9)

Szaczgélnym przypadkiem stanu odksztalcenia jest ptaski stan odksztatcenia (kod PSO),
w ktorym niezerowe odksztalcenia wystepuja tylko w wybranej ptaszczyznie (rys. 9.3a — PSO dla

plaszczyzny xy; =0, &, =0, §,=0).

a)
yﬂ
£
y

T — Exy _

T A

NN

A Y

Rys. 9.3

Wzory transformacyjne dla PSO przyjmujg postac (rys. 9.3b dla ¢ > 0):
En = %(ex +e,)+ % (ex — &) cOS 29 + &4y sin 2¢0
o= e+ &) 1~ ) 0520 - ey sin 2

Ent = —%(ex - sy) Sin2¢ + &y, COS 2¢

(9.10)

(9.12)

(9.12)

Tak jak w przypadku stanu naprezenia, dla stanu odksztatcenia istnieje szczegdlna orientacja, dla ktorej
odksztalcenia postaciowe sa rowne zeru. Dla PSO wystepuje ona dla obrotu elementarnej objetosci o kat

™:
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tg2p, = -2 (9.13)

Ex—&y

Dla takiej orientacji, odksztatlcenia wzdtuzne sa nazywane odksztalceniami gtéwnymi, a ich kierunki —
kierunkami glownymi (rys. 9.4):

=5 (ete)+ %\/(gx — &) +4e}, (9.14)

£, = ;(ex +e&,)— %\/(ex — ey)z + 4eZ, (9.15)

przy czym &, < &;.

W przypadku, gdy &, = €, przyjmuje si¢ ¢, = 45° dla &,,, > 0 oraz ¢, = —45° dla ¢, < 0.
W przypadku materiatu izotropowego kierunki gtdéwne PSN i PSO pokrywaja sig.

e, >e, —n=1,t=2 &, <e, = n=2, t=1

Rys. 9.4
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PRZYKEAD 9.1
Materiat w punkcie A jest w PSN:
ox = 100 MPa oy =50 MPa 7y = 50 MPa

Zilustrowa¢ napr¢zenia na elemencie rozniczkowym. Wykonaé transformacj¢ obrotu o kat
¢ = 45°. Wyznaczy¢ kierunki gtéwne 1 naprezenia gtowne.

a)

T4

Rys. 9.5

ROZWIAZANIE

llustracja naprezen na elemencie rozniczkowym

Naprezenia zilustrowano na rys. 9.5a.

Transformacja obrotu (rys. 9.5b)
@ = 45°
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2¢ =90°
sin2¢p =1
cos2¢ =0

On =%(0x +0y) +%(0x—ay) COS 2¢) + Ty, Sin2¢ =
=%(100+50)+%(100—50)cos90°+5051n90°=%-150+%-50-0+50-1 =
= 75 + 50 = 125 MPa

1 1 i

o :E(O'x +Gy) _E(O'x_o'y) COS2¢) — Tyy SIN2¢ =
= (100 + 50) —~(100 — 50) cos 90° — 50 5in 90° = >- 150 =250+ 0 — 50+ 1 =
= 75— 50 = 25 MPa

Tt = —%(O‘x — 0y) Sin2¢ + Ty, oS 2¢ = —%(100 —50) sin90° + 50 cos 90° =

= —2-50-1+50-0=—25MPa

Kierunki gtowne i naprezenia gtéwne (rys. 9.5c)

2Ty _ 2:50 100 _ _ . 3 .
ox—0y  100-50 50 2 - 2¢0=06344° - ¢@o=3172

o, = (0y +0y) +§\/(ax —0y)" + 412, = 2(100 + 50) +2,/(100 — 50)2 + 4 - 502 =

)

= % 150 + %\/2500 + 10000 = 75 + 55.9 = 130.9 MPa

oy = %(ax +a,) —%\/(ax —0,)" +412, = %(100 + 50) —g\/(mo —50)2+4-502 =

= 150 — /2500 + 10000 = 75 — 55.9 = 19.1 MPa
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PRZYKEAD 9.2
Materiat w punkcie A jest w PSN:
ox = 150 MPa oy = -100 MPa

Zilustrowa¢ naprezenia na elemencie rézniczkowym. Wykonaé transformacje obrotu o kat

¢ = 30°. Wyznaczy¢ kierunki gtéwne 1 naprezenia gtowne.

a) b)
yl
1100
150 150
-— —_—
A

21

150

A

150

HHE

Rys. 9.6

RozwiAzANIE
llustracja naprezen na elemencie rozniczkowym

Naprezenia zilustrowano na rys. 9.6a.

Transformacja obrotu (rys. 9.6b)
@ = 30°

\J
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2 = 60°
sin2¢ =2 = 0.87
cos2¢ = 0.5

In = %(GX +0y) +%(O-x — 0y) COS 29 + Ty, sin2¢ =
- %(150 +(=100)) + %(150 — (—100)) cos 60° + 0 sin 60° =

=250 +2-250-0.5 = 25 + 62.5 = 87.5 MPa

O = %(Ux + Uy) _%(Ux - Gy) COS 2 — Tyy Sin2¢ =
= %(150 +(~100)) — %(150 — (=100)) cos 60° — 0 sin 60° =

=250 —2-250-0.5 = 25 — 62.5 = —37.5 MPa

Tt = —%(O‘x — 0y) Sin 2¢ + Ty, cOS 29 = —%(150 — (—100)) sin 60° + 0 cos 60° =

= —%- 250 - 0.87 = —108.75 MPa

Kierunki gtowne i naprezenia gtowne (rys. 9.6c)
Kierunki glowne pokrywaja si¢ z osiami X, Y, poniewaz 7y = 0.

Poniewaz ox > oy, t0 1 =X 12 =y oraz o1 = ox = 150 MPa i 0 = oy = -100 MPa.
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PRZYKEAD 9.3
Materiat w punkcie A jest w PSN:
ox = 200 MPa oy = -100 MPa 7y = -50 MPa

Zilustrowa¢ napr¢zenia na elemencie rozniczkowym. Wykonaé transformacj¢ obrotu o kat
¢ = -60°. Wyznaczy¢ kierunki glowne 1 naprezenia glowne.

a) b)

Rys. 9.7

Rozwi4zANIE
llustracja naprezen na elemencie rézniczkowym

Naprezenia zilustrowano na rys. 9.7a.

Transformacja obrotu (rys. 9.7b)
@ = —60°
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2¢ = —120°
sin2¢ = —g = —0.87
cos2¢ = —0.5

On = %(O-x + Uy) +%(0x — ay) COS 2¢ + Ty, Sin2¢ =
=~ (200 + (=100)) +5 (200 — (=100)) cos(—~120°) + (—50) sin(—~120°) =

=100 +-300 - (=0.5) — 50 - (—0.87) = 50 — 75 + 43.5 = 18.5 MPa

O = %(O-x + ay) —%(O'x - ay) COS2¢ — Ty, SIN2¢ =
= %(2000 + (—100)) — % (200 — (—100)) cos(—120°) — (—50) sin(—120°) =

=2-100 — 3300 (—0.5) + 50 - (~0.87) = 50 + 75 — 43.5 = 81.5 MPa

Tnt = —%(O‘x - ay) Sin2¢ — Ty, cOs 2¢ =
= —%(200 — (—100)) sin(—120°) + (—50) cos(—120°) =
=—0.5-300-(-0.87) =50+ (—0.5) = 130.5 + 25 = 155.5 MPa

Kierunki gtowne i naprezenia gtowne (rys. 9.7¢)

2Txy _ 2:(=50) _ —100 _ _ ) — o
ox—0y  200—(-100) ~ 300 033 = 2¢9=-1826" = ¢o=-913

tg2¢, =

oy =%(0x+ay) +%\/(ax —O'y)z + 41, =

= (200 + (~100)) + %\/(200 — (—100))* + 4+ (=50)2 =

- % 100 + §\/90000 T 10000 = 50 + 158.1 = 208.1 MPa

0, =%(Jx+0y)—%\/(ax—ay)2+4T,%y =

= %(200 + (—100)) — %\/(200 - (—100))2 +4-(=50)2 =

= % 100 — %\/90000 +10000 = 50 — 158.1 = —108.1 MPa
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PRZYKLAD 9.4
Materiat w punkcie A jest w PSN:
oy =50 MPa 7y = 100 MPa

Zilustrowa¢ napr¢zenia na elemencie rozniczkowym. Wykonaé transformacj¢ obrotu o kat
¢ = 30°. Wyznaczy¢ kierunki gtéwne 1 naprezenia gtowne.

a) b)

100

Rys. 9.8

ROZWIAZANIE

llustracja naprezen na elemencie rozniczkowym

Naprezenia na zilustrowano na rys. 9.8a.

Transformacja obrotu (rys. 9.8b)
@ = 30°
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2 = 60°
sin2¢ =2 = 0.87
cos2¢ = 0.5

On = %(O-x + Uy) +%(0x — ay) COS 2¢ + Ty, Sin2¢ =
= 2(0+50) +3 (0 — 50) cos 60° + 100 sin 60° =

=~-50 4 (=50) - 0.5 + 100 - 0.87 = 25 — 12.5 + 87 = 99.5 MPa

O = %(O-x + ay) —%(O'x - ay) COS2¢ — Ty, SIN2¢ =
= %(0 +50) — %(0 —50) cos 60° — 100 sin 60° =

=250 -2+ (=50)-0.5— 100 - 0.87 = 25 + 12.5 — 87 = —49.5 MPa

Tnt = —%(O‘x - ay) Sin2¢ — Ty, cOs 2¢ =
= —g(o — 50) sin 60° + 100 cos 60° = —%- (=50)-0.87 + 100 - 0.5 =
= 21.75 4+ 50 = 71.75 MPa

Kierunki gtowne i naprezenia gtowne (rys. 9.8¢)

2Ty _ 2:100 __ 200
Ox—0y 0-50 -50

tg2¢ = =—4 - 2p,=-7596° —> ¢@,=-—37.98°

oy =%(Jx+ay) +%\/(0x —ay)z + 413, =

= (0 +50) +5+/(0 = 50) + 4- 1002 = - 50 + V2500 + 40000 =
= 25+ 103.1 = 128.1 MPa

0, =%(Jx+0y)—%\/(ax—ay)2+4T,%y =

=2(0+50) —2+/(0 — 50)% + 4- 1002 = - - 50 — ~+/2500 + 40000 =

= 25-103.1 = —-78.1 MPa
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PRZYKEAD 9.5
Materiat w punkcie A jest w PSO:
& = 0.005 & =0.005 &y = 0.002

Zilustrowa¢ odksztatcenia na elemencie rézniczkowym. Wykonaé transformacje obrotu o kat
¢ = 30°. Wyznaczy¢ kierunki gtéwne 1 odksztatcenia gtowne.

a)
yll
10.005
_..?002 T N s j
0.005 i i :, :].
A - _JI ____________
4(" X__
b)
0.00326 y 0.001

t

\ 0.00674

P anl

0,=45°

><“

Rys. 9.9
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ROZWIAZANIE
llustracja odksztatcen na elemencie rézniczkowym

Odksztatcenia zilustrowano na rys. 9.9a.

Transformacja obrotu (rys. 9.9b)
@ = 30°

2¢ = 60°

sin 29 = = = 0.87

cos2¢ = 0.5

&, = %(ex +¢y) +%(£x — &) COS 2¢p + &y, sin2¢ =
= %(0.005 +0.005) + %(0.005 — 0.005) cos 60° + 0.002 sin 60° =

= % .0.01 + % 0-0.5+ 0.002 - 0.87 = 0.005 + 0 + 0.00174 = 0.00674

& = %(ex + &) —%(ex — &) COS2¢p — &y, sin2¢ =
= %(0.005 + 0.005) — %(0.005 — 0.005) cos 60° — 0.002 sin 60° =

= % -0.01 — % +0-0.5—-0.002-0.87 = 0.005—-0—0.00174 = 0.00326

Ent = —%(ex - sy) Sin2¢ + &4y, cos 2¢ =

= —%(0.005 — 0.005) sin 60° 4+ 0.002 cos 60° = — % +0-0.87+0.002-0.5 =0.001

Kierunki gtowne i odksztailcenia gtowne (rys. 9.9c)

Poniewaz g, = g, 0raz gy > 0, przyjeto ¢ = 45°.

& =%(£x+£y)+%\/(sx—sy)2+4£,%y =

= ~(0.005 + 0.005) +>/(0.005 — 0.005)% + 4- 0.0022 =

= % . 0.01 + %x/o +0.000016 = 0.005 + 0.002 = 0.007

& =%(£x +¢,) —%\/(sx—ey)z +4eZ, =

= ~(0.005 + 0.005) —=/(0.005 — 0.005)% + 4- 0.0022 =
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=~-0.01 — V0 + 0.000016 = 0.005 — 0.002 = 0.003
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PRZYKEAD 9.6
Materiat w punkcie A jest w PSO:
& =-0.004 & = 0.006 &y = -0.003

Zilustrowa¢ odksztatcenia na elemencie rézniczkowym. Wykonaé transformacje obrotu o kat
¢ = 45°. Wyznaczy¢ kierunki gléwne i1 odksztatcenia gtéwne.

a)
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ROZwiI4ZANIE
llustracja odksztatcen na elemencie rézniczkowym

Odksztatcenia zilustrowano na rys. 9.10a.

Transformacja obrotu (rys. 9.10b)
@ = 45°

2¢ =90°

sin2¢ =1

cos2¢ =0

& = %(sx + sy) + %(sx - ey) COS2¢ + &yy, Sin2¢ =
= %(—0.004 + 0.006) + % (—0.004 — 0.006) cos 90° + (—0.003) sin90° =

= % 0.002 + % (=0.01)-0—-0.003-1 =0.001+40—0.003 = —0.002

g = %(sx +e&,)— %(sx — &,) €0S2¢ — £y, Sin2¢ =
= %(—0.004 + 0.006) — % (—0.004 — 0.006) cos 90° — (—0.003) sin90° =

= % 0.002 — % (—0.01) - 0 + 0.003 - 1 = 0.001 — 0 + 0.003 = 0.004

Ent = —%(sx — ey) Sin2¢ + €4y, cos 2¢ =
= — % (—0.004 — 0.006) sin90° + (—0.003) cos 90° =

= _i- (—0.01) -1 —0.003 - 0 = 0.005

Kierunki gtowne i odksztatcenia gtowne (rys. 9.10c)

2exy _ 2/(=0.003) _ —0.006
ex—&y  —0.004-0.006  —0.01

tg2¢, = =06 - 2¢,=3096° —> ¢,=15.48°

& =§(sx+sy) +§\/(£x—£y)2 +4ez, =

= 2(—0.004 + 0.006) +>+/(=0.004 — 0.006)2 + 4 - (—0.003)2 =

= % 0.002 + %\/0.0001 + 0.000036 = 0.001 + 0.00583 = 0.00683
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& =%(£x + &) —é\/(ex—ey)z +4ed, =

=~ (—0.004 + 0.006) — ~/(=0.004 — 0.006)2 + 4 - (—0.003) =

= % -0.002 — %\/0.0001 + 0.000036 = 0.001 — 0.00583 = —0.00483
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PRZYKEAD 9.7
Materiat w punkcie A jest w PSO:
& =-0.008 & = 0.004 &y = 0.004

Zilustrowa¢ odksztatcenia na elemencie rézniczkowym. Wykonaé transformacje obrotu o kat
¢ = -60°. Wyznaczy¢ kierunki glowne 1 odksztalcenia glowne.

a)

Rys. 9.11



240 Daniel B. Nycz

Rozwi4zANIE
llustracja odksztatcen na elemencie rézniczkowym
Odksztatcenia zilustrowano na rys. 9.11a.

Transformacja obrotu (rys. 9.11b)
® = —60°

2¢ = —120°

sin2p = -2 = ~0.866

cos2¢ = —0.5

& = %(gx +¢y) +%(£x — &) COS 20 + £y, 5in 20 =
=~ (=0.008 + 0.004) + 2 (—0.008 — 0.004) cos(—120°) + 0.004 sin(—120°) =
=+ (=0.004) + - (—0.012) - (=0.5) + 0.004 - (~0.866) =
= —0.002 + 0.003 — 0.003464 = —0.00246

& = %(sx + ey) —%(sx — ey) COS2¢ — &xy, SIN2¢ =
= ~(—0.008 + 0.004) — = (—0.008 — 0.004) cos(—120°) — 0.004 sin(—120°) =
= % (—0.004) — % (—=0.012) - (=0.5) — 0.004 - (—0.866) =
= —0.002 — 0.003 + 0.003464 = —0.00154

Ent = —%(ex — sy) Sin2¢ + &4y, cos 2¢ =
= —%(—0.008 — 0.004) sin(—120°) + 0.004 cos(—120°) =

= —%- (=0.012) - (—0.866) + 0.004 - (—0.5) = —0.00522 — 0.002 = —0.00720

Kierunki gtowne i odksztatcenia gtowne (rys. 9.11c)

2&xy 2:0.004 __ 0.008

ta?2 = = =
g2Po = e, T “0008-0004  -0012

= —-0.667 — 2¢¢=-33.7° - ¢@,=-16.85°

& =%(£x+£y)+%\/(sx—sy)2+4£,%y =

= ~(~0.008 + 0.004) ++/(=0.008 — 0.004)? + 4~ 0.004* =

= % (—0.004) + %\/0.000144 + 0.000064 = —0.002 + 0.0072 = 0.0052
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& =%(ex+£y)—%\/(£x —g)" +4eZ, =

= (—0.008 + 0.004) — ~/(=0.008 — 0.004) + 4 - 0.004? =

= % (—0.004) — %\/0.000144 + 0.000064 = —0.002 — 0.0072 = —0.0092
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10.

ZWIAZKI FizYCZNE DLA MATERIALU IZOTROPOWEGO

Zwigzki fizyczne (rownania konstytutywne) opisuja zaleznosci pomiedzy skladowymi tensora
odksztalcenia (9.9) oraz skladowymi tensora napr¢zenia (9.1). Materiat izotropowy (w ktéorym
wilasciwosci fizyczne sa niezalezne od kierunku) liniowo sprezysty, opisany jest zwigzkami
fizycznymi nazywanymi prawem Hooke’a. W zwiazkach tych wystepuja dwie niezalezne state
materialowe, modut Younga E i wspodtczynnik (stata) Poissona v. Dodatkowo wprowadza si¢
trzecig stala materiatowa zalezng od modutu Younga i wspodtczynnika Poissona, zwang modutem
Kirchhoffa G (modut sprezystosci postaciowe;):

E

G = 20 (10.2)
Standardowe prawo Hooke’a ma postac:
1
& =1 [ax — v(ay + az)] (10.2)
1
€y == [ay —v(o, + az)] (10.3)
& =7 [az v((rx + ay)] (10.4)
1
Vey = ¢ lxy (10.5)
1
Vaz = G Txz (10.6)
1
Yyz = 7 Tyz (10.7)
gdzi€ Vxy, Yxz» Yyz 53 pelnymi katami odksztalcen postaciowych elementu roézniczkowego.
Odwrotne prawo Hooke’a ma postac:
E v |
0, = m Ex + 1-2 e_ (108)
E v
Oy 1t &y + T—2v e (10.9)
E 4
o, 1t &, + Ee (10.10)
Tey = GYyy (10.12)
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Tyz = GVxz (10.12)
Tyz = GVy; (10.13)
We wzorach (10.8+10.10) wprowadzono dylatacje e:

e=¢& tég t+¢g, (10.14)
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Zwigzki fizyczne dla materiatu izotropowego

Przykr.AD 10.1

Stan odksztatcenia w punkcie A opisuje tensor odksztalcenia:

0.00035 —0.00012 0.00024
—0.00012 —-0.00042 0
0.00024 0 0.00051

Materiat wykonany jest z aluminium o statych E =69 GPa, v=0.33.

Wyznaczy¢ stan naprezenia w punkcie A.

ROZWi4ZANIE

Sktadowe tensora odksztalcenia
& = 0.00035

& =-0.00042

& =0.00051

&y = &x =-0.00012

&z = & =0.00024

& =& =0

Modut Kirchhoffa

E 69000

2(1+v) = 2(1+0.33) = 25940 MPa

G =

Dylatacja
e =é& +¢&,+¢,=0.00035-0.00042 + 0.00051 = 0.00044

Odwrotne prawo Hooke’a

0 = ——|e, + —e| = 222 [0.00035 + —=2_. 0.00044| = 40.31 MPa
1+v L 1-2v | 1+0.33 L 1-2:0.33 |
y = ey + e = o [-0.00042 + —=—- 0.00044| = 0.37 MPa
=L e, + L e| =22 [0.00051 + —22_.0.00044] = 48.61 MPa
1+v 1-2v | 1+0.33 L 1-2:0.33 |
Yxy ngy
Vxz = 2&xz
Vyz = zgyz
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Tyy = 26y, = 2+ 25940 - (—0.00012) = —6.23 MPa
T,y = 2G&,, = 2 - 25940 - 0.00024 = 12.45 MPa
Ty, = 2Gey, = 2259400 = 0

Stan naprezenia w punkcie A opisuje tensor naprezenia:

—-6.23 0.37 0

[40.31 —6.23 12.45]
12.45 0 48.61

PrRzYKrAD 10.2

Stan naprezenia W punkcie A opisuje tensor naprezenia:

15 30 -—18

[—25 15 74]
74 —-18 50

Material wykonany jest ze stali o statych E = 210 GPa, v=0.30.

Wyznaczy¢ stan odksztalcenia w punkcie A.

ROZWIAZANIE

Sktadowe tensora naprezenia
ox = -25 MPa

oy =30 MPa

o; =50 MPa

Ty = tyx =15 MPa

T = & = 4 MPa

% = By =-18 MPa

Modut Kirchhoffa

E _ 210000

T 24y 201403) 80770 MPa

Standardowe prawo Hooke'a

_ 1
210000

£, = %[ax ~v(a, +a,)] [-25 — 0.3 - (30 + 50)] = —0.00023

&y = z[o, —v(ox + 0,)] = 0—[30 — 0.3 - (=25 + 50)] = 0.00011
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1 1
&, =20, = v(0ox + 0,)] = 5[50 — 0.3 - (=25 + 30)] = 0.00023

_ Yxy

Exy =7
Yxz

Exg = ==
Xz 2

_ Yyz

fyz =75

1 1
Exy = 5= Txy = 37— 15 = 0.00009

2-80770
1 1
Exz = 5=Txz = 750" 74 = 0.00046
1 1
Eyz = 5= Ty, = 72— (—18) = —0.00011

Stan odksztatcenia w punkcie A opisuje tensor odksztalcenia:

0.00009  0.00011 —0.00011

[—0.00023 0.00009 0.00046]
0.00046 —0.00011 0.00023

PrRzYKrAD 10.3

Materiat wykonany z aluminium (E =69 GPa, v=0.33) znajduje sic w PSN opisanym przez

tensor naprezenia:

—100 20 O
20 75 0
0 0 O

Wyznaczy¢ sktadowe stanu odksztatcenia.

ROZWIAZANIE

Sktadowe tensora naprezenia
ox = -100 MPa

oy =75 MPa

0;=0

Ty = tyx =20 MPa

T = T =0

5=ty =0
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Modut Kirchhoffa

_E 69000
T 2(1+v) ~ 2(1+0.33)

= 25940 MPa

Standardowe prawo Hooke'a

& = [0 —v(0y + 0,)] = —=—[—100 - 0.33 - (75 + 0)] = —0.00181

1
69000

£, = %[ay —v(oy +0,)] = [75—0.33- (=100 + 0)] = 0.00157

&, = z[0, = v(0x + 0y)] = ——[0 = 0.33 - (=100 + 75)] = 0.00012

_ Yxy
Exy =75
_ Yxz
&z =
Yyz
€yz =7
€y = —T,, = ——-20 = 0.00039
XY T 26 XY T 225940 o
1 1
& = —T7T :—O:O
XZ 26 "X¥2  2.25940
1 1
Ev, = —Ty, = 0=0

YZ T 56 Y2 T 225940

Stan odksztatcenia materiatu w danym punkcie opisuje tensor odksztatcenia:

—0.00181 0.00039 0
0.00039 0.00157 0
0 0 0.00012

Plaski stan napr¢zenia implikuje pot-przestrzenny stan odksztatcenia (kod PPSO).
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PrzYkrAD 10.4

Material wykonany ze stali (E =210 GPa, v=0.3) znajduje si¢c w PSO opisanym przez tensor
odksztatcenia:

0 0 0
0 0.00025 —0.00010
0 -0.00010 0.00018

Wyznaczy¢ sktadowe stanu naprezenia.

ROZWi4ZANIE

Skiadowe tensora odksztatcenia
&=0

& = 0.00025

& =0.00018

s =8x =0

=& =0

gyz = (c;zy = -000010

Modut Kirchhoffa

_E 210000
2(1+v) 2(1+0.3)

= 80770 MPa

Dylatacja
e=¢&+¢&, +¢ =0+0.00025+ 0.00018 = 0.00043

Odwrotne prawo Hooke’a

0y = ——|er + ——e| = 25220 + —2—-0.00043| = 52.10 MPa
1+v L 1-2v 1+0.3 1-2:0.3

o, = —|e, + 2 ]= 210000 [0.00025+ 03 -0.00043] — 92.48 MPa

Y awv Y 1-2v 1+0.3 1-2:0.3

0, = e, + “—e| = 222[0.00018 + ——-0.00043| = 81.17 MPa
1+v L 1-2v 1+0.3 1-2:0.3

Yxy = 2Exy

Vaz = 2&x;

VYyz = 2‘9312
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Tyy = 2Gey, = 2807700 =0
Tyy = 2G&y, = 2807700 =0
Ty, = 2Ge,, = 280770 - (—0.00010) = —16.15 MPa

Stan napr¢zenia materialu w danym punkcie opisuje tensor naprezenia:

52.10 0 0
0 9248 —16.15
0 —-16.15 81.17

Plaski stan odksztatcenia implikuje pol-przestrzenny stan naprezenia (kod PPSN).
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11.

HiPOTEZY WYTEZENIA, ZLOZONE PRZYPADKI
WYTRZYMALOSCIOWE

Wytezeniem okreslany jest ogdt zmian w stanie fizycznym materiatu, prowadzacy do powstania
trwalych odksztatcen lub/i utraty spdjnosci materiatu po przekroczeniu wytrzymatosci materiatu.

Do gtéwnych hipotez wytezenia zalicza si¢ hipotezy Coulomba — Guesta — Tresci (kod CGT)
i Hubera — Misesa — Hencky’ego (kod HMH).

W hipotezie CGT, zwanej réwniez hipoteza najwigkszego naprezenia stycznego, material nie
ulega zniszczeniu, jezeli najwigksze napr¢zenia styczne w zlozonym stanie naprezenia jest
mniejsze od naprezenia stycznego niszczacego w jednoosiowym rozcigganiu/sciskaniu.

Naprezenia zredukowane (zastepcze) w hipotezie CGT okre$lone sg zaleznoscia:
Ozred — maX(|Uz - 0-3|: |0'1 - 0'3|: |0'1 - 0'2|) (11.1)

gdzie:

01, 05, 03 —naprezenia gtowne.

W przypadku ptaskiego stanu naprezenia:

_ loy — 05| dla 010, <0
uret = lmax(ionl, lonl) dla o1-0n > 0 (112
2
loy — 0y| = J(Gx - ay) + 41%, (11.3)

W hipotezie HMH, zwane] rdwniez hipoteza najwickszej energii odksztalcenia postaciowego,
material nie ulega zniszczeniu, jezeli energia odksztalcenia postaciowego w ztoZonym stanie
napr¢zenia jest mniejsza od energii odksztalcenia postaciowego odpowiadajacej zniszczeniu
W jednoosiowym rozcigganiu/$ciskaniu.

Naprezenia zredukowane (zastepcze) w hipotezie HMH okreslone sg zaleznoscia:

Ogred = \/%\/(O'y — UZ)Z + (0, —0,)% + (O’x — ay)z + 6(132,2 + 12, + T?Cy) (11.4)

lub

Ozred = %\/(02 —03)% + (04 — 03)% + (0, — 0,)* (11.5)

W przypadku plaskiego stanu naprezenia:
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Ored = \/0F + 0F — 0,0, + 374, (11.6)

lub

Ozred =\ OF + 05 — 0,0, (11.7)
W zlozonych przypadkach wytrzymatosciowych warunek nosnosci (WN) przybiera postaé:
Ozred = k (11.8)

gdzie:
k —naprezenie dopuszczalne na rozcigganie (materiat sprezysto-plastyczny).

Waznym zagadnieniem jest ptaski stan naprezenia z jednym naprezeniem normalnym o i jednym
stycznym z. W tym przypadku, naprezenia zredukowane w przypadku hipotezy CGT wynosza:

Ogred = V0?2 + 472 (11.9)

a w przypadku hipotezy HMH:
Ozred = V0?2 + 312 (11.10)
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PrzykrAD 11.1

Dane s3 naprezenia dziatajgce na element rézniczkowy w punkcie A (rys. 11.1). Wyznaczy¢
naprezenia zredukowane wedhug hipotezy CGT i HMH.

Iz [MPa]

Rys. 11.1

ROzwiAZANIE

Stan naprezenia (rys. 11.1) interpretuje si¢ jako naprezenia glowne:
o1 = oy =100 MPa

o =0; =75MPa

o3 = oy =-100 MPa

Hipoteza CGT

Ozred = Max{|o, — o3|, |0y — 03], |log — 0|} =
= max{|75 — (—100)|, |100 — (—=100)|, |100 — 75|} =
= max{175, 200, 25} = 200 MPa

Hipoteza HMH

1
Ozred = \/_7\/(02 —03)2+ (09 — 03)% + (0, — 0,)? =

= %\/(75 — (—=100))” + (100 — (=100))” + (100 — 75)2 =

1

= V175% + 200% + 25 = 188.75 MPa
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PrzYkrAD 11.2

Dane sg naprezenia dzialajgce na element rézniczkowy w punkcie A (rys. 11.2). Wyznaczy¢
naprezenie zredukowane wedhug hipotezy CGT i HMH.

12 [MPa]

- —

Rys. 11.2

Rozwi4zANIE

Stan naprezenia (rys. 11.2) interpretuje si¢ jako napr¢zenia glowne w PSN:
o1 = ox =120 MPa

oy = oy =-60 MPa

0'320

Hipoteza CGT

Ogreqd = Max{|o, — o3|, loy — o3|, |0y — 03]} =
= max{|—60 — 0|, |120 — 0], |120 — (—60)|} =
= max{60, 120, 180} = 180 MPa

Hipoteza HMH

1
Ozred = 5\/(02 —03)2+ (01 — 03)% + (0, — 0,)? =

= %\/(—60 —0)2 + (120 — 0)2 + (100 — (—60))2 =

— %\/(—60)2 + 1202 + 1802 = 158.75 MPa
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PrRzYKrLAD 11.3

Dane s3 naprezenia dziatajgce na element rézniczkowy w punkcie A (rys. 11.3). Wyznaczy¢
naprezenia zredukowane wedhug hipotezy CGT i HMH.

12 [MPal
_5-9
-
e
'4)0 40 —}7

Rys. 11.3

ROzwiAZANIE

Stan naprezenia (rys. 11.3) interpretujemy jako PSN:
ox =100 MPa

oy =50 MPa

7y = 40 MPa

Naprezenia gtowne

o1 = (0, +0y) +§\/(0x — 0,)" + 412, = 2(100 + 50) + 2/(100 — 50)% + 4- 407 =

=150 + 2507 + 4~ 407 = 122.17 MPa

1

0, =2 (0 + 0y) —%\/(ax —0,)" + 413, = 2(100 + 50) — 2/(100 — 50)7 + 4- 407 =

T2

1

=150 — §\/502 T 4-402 = 27.83 MPa

U3=O

Hipoteza CGT

Ozred = Max{|o, — o3|, |oy — o3|, oy — 03]} =
= max{|27.83 — 0|, |122.17 — 0|, |122.17 — 27.83)| =
= max{27.83, 122.17, 94.34} = 122.17 MPa
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Hipoteza HMH

1
Ozred = ﬁ\/(o'z - 0-3)2 + (01 - 0'3)2 + (0'1 - 0'2)2 =

= %\/(27.83 —0)2 + (122.17 — 0)% + (122.17 — 27.83)2 =

1

= ﬁ\/27'232 + 122.172 4+ 94.34%2 = 110.83 MPa

lub

Ogred = %\/(ay — az)z + (0, —0,)% + (O’x - ay)z + 6(732,2 + 12, + r,%y) =

= =/(50 —0)? + (100 — 0)2 + (100 — 50)? + 6 - (07 + 02 + 40%) =

= %\/502 + 1002 + 502 + 6 - 402 = 110.91 MPa

PrRzYKrAD 11.4

Dane sg naprezenia dzialajace na element rozniczkowy w punkcie A (rys. 11.4). Wyznaczy¢
naprezenia zredukowane wedhug hipotezy CGT i HMH.

12 [MPa]

/——-

/745“‘_50 5

Rys. 11.4

Rozwi4ZANIE
Stan naprezenia (rys. 11.4) interpretujemy jako PPSN:

o= -75 MPa
o, =80 MPa
o, = 100 MPa
5y = -50 MPa
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Naprezenia gtowne

oy =%(0x +0y) +%\/(O’x—0'y)2 + 412, =

= > (=75 +80) +/(-75 —80)2 + 4~ (-50) =

— % 5 +%\/(_155)2 +4-(—=50)2 = 94.73 MPa

0, =%(0x+ay) —%\/(O'x—dy)z + 412, =

= (=75 +80) —>/(=75 — 80)2 + 4 (-50)? =

— % 5 _g\/(—155)2 +4-(=50)2 = —89.73 MPa
03 = 0, = 100 MPa

Hipoteza CGT

Ozred = Max{|o, — a3, oy — 03], |og — 03]} =
= max{|—89.73 — 100|, |94.73 — 100|, |94.73 — (—89.73))| =
= max{|—189.73|, |—5.23|, |184.46)| =
= max{189.73, 5.23, 184.46} = 189.73 MPa

Hipoteza HMH

1
Ozred = \/_5\/(02 —03)2+ (07— 03)% + (01— 0,)% =

= \/%\/(—89.73 ~100)2 + (94.73 — 100)? + (94.73 — (~89.73))" =

= %\/(—189.73)2 + (=5.23)% + 184.462 = 187.15 MPa
lub

Ogred = \%\/(ay — JZ)Z + (0, —0,)% + (O’x — ay)z + 6(‘[32,2 + 12, + T,ch) =

= = [(=20) + (~175) + (~155)% + 6 - (—50)? = 187.15 MPa
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PrRzYKrAD 11.5

Dane sg naprezenia dzialajgce na element rézniczkowy w punkcie A (rys. 11.5). Wyznaczy¢
naprezenie zredukowane wedtug hipotezy HMH.

12 [MPa]

100

-
'/50 30 —)7

Rys. 11.5

ROZWIAZANIE

Sktadowe stanu naprezenia
ox =50 MPa

oy = 100 MPa

o; = -60 MPa

7y = -30 MPa

7 =0

%, =50 MPa

NaprezZenie zredukowane wedtug hipotezy HMH

Ozred = %\/(ay - JZ)Z + (0 —0,)% + (0, — ay)z +6(t3, + 12, +1%) =

= %\/(100 — (=60))” + (50 — (=60))” + (50 — 100)? + 6 - (502 + 02 + (—30)2) =

= %\/1602 +1102 + (=50)% + 6 - (502 + (—30)2) = 174.07 MPa
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PRZYKELAD 11.6

Dane s3 naprezenia dziatajgce na element rézniczkowy w punkcie A (rys. 11.6). Wyznaczy¢
naprezenie zredukowane wedhug hipotezy HMH.

Z
MPa
T 470 [MPa]
[
20, 40
T 90
—1
5 ) .
y
%
Rys. 11.6

ROZWiI4AZANIE

Sktadowe stanu naprezenia
ox=0

oy =90 MPa

o; = 70 MPa

7y = -50 MPa

7 = 20 MPa

7, = 40 MPa

Naprezenie zredukowane wedtug hipotezy HMH

Ogred = \%\/(ay — JZ)Z + (0, —0,)% + (O’x — ay)z + 6(‘[32,2 + 12, + T,ch) =

= =/(90 = 70)2 + (0 = 70)2 + (0 — 90)? + 6 - (407 + 20 + (=50)?) =

= %JZOZ +(=70)2 + (=90)% + 6 - (402 + 202 + (=50)?) = 142.13 MPa
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PrzykrAD 11.7

Wspornik o przekroju kotowym obcigzony jest sitg podtuzng i sitg poprzeczng na swobodnym
koncu (rys. 11.7). Sprawdzi¢, czy speliony jest warunek nosnosci WN.

Dane:
P =1000 N
L=02m
d=16 mm
k=130 MPa
Dy 3P
] -~
10.2P
| L |
‘M |
Do B3P
Hy A 0.2P
V., !
& |
C i 5000 :
)N ! T2500N
d ll40 E
o (e | 1%
o, [MPal o, [MPa]
24.9 C /99.5
/

H
T
>
Y

ROZWIAZANIE
Reakcje (rys. 11.7b)

YP,=0. —Hy+3P=0
Hy =3P =3-1000 = 3000 N
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YMy=0: My—02P-L=0

M, =02P-L=02-1000-0.2 = 40 N'm
YP,=0. —Vo+02P=0

Va =0.2P = 0.2-1000 = 200 N

Wartosci sit osiowych (rys. 11.7c)
Nag = 5P =5-1000 = 5000 N

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 11.7d)

ML =0
MX =—02-P-L=-0.2-1000-0.2 =40 Nm
MB=0

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

2 12
A="% _T _9501.1 mm?

4

Wskaznik przy zginaniu dla przekroju poprzecznego preta

3 . 3
w=1C T _ 402.1 mm°
32 32

Na catej dlugosci belki wystgpuje stata warto$¢ sity osiowej. Najwicksza wartos¢ momentu
zginajacego wystepuje w przekroju A. Jest to przekrdj najbardziej wytezony. W wyniku zginania,
gorne widkna wspornika w przekroju A sa rozciagane, a dolne $ciskane. Ekstremalne napre¢zenia

normalne o wystepuja we wioknach gornych (punkt C; rys. 11.7e i f).

Maksymalne naprezenia normalne

N M _ 5P (=0.2PL) _ 5000 40000

= + = 24.9 + 99.5 = 124.4 MPa
A W A w 2011 402.1

o =124.4MPa < k = 130 MPa

Warunek nosnosci jest spetniony.
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PrRzYKrAD 11.8

Beka swobodnie podparta o przekroju kotowym obcigzona jest sitg podiuzng 1 silg poprzeczng
w srodku rozpigtosci (rys. 11.8). Wyznaczy¢ rozklady naprezen normalnych we widknach

dolnych i gérnych belki. Sprawdzi¢, czy speliony jest warunek nosnosci.

()
SN

[®)

r

=
T
2,

f)

G, [MPa]

= ——

T

e ———

EN

Dane:
P =1000 N
L=0.1m
d=20mm
k =80 MPa
) 2P 5P
5% &l
4 VA
I R BN R
b) | |
AP ot
HA fVA }P TVC
'z | |
C) i | 5000 |
N ! 3000 It
= el ] ¢ 1 3000N
d | | |
' I Teow
i 50 |
g) Il | 15.90 1
A 9.54
¢ TSI T10MPa
h z,G :l i i
)o T[T} TsoMPs
| r63.66 |
i) oo { 163.66 E
Mol TsoMPa

15.90

) oo (2% ,
’:':J:EJII_54.12§I_4DI‘:"7ITB | 1 50MPa

|
I
|
|
|
|
|

k) 73.20' 79.56
D |
g9.54 mws-% I 50MPa

Rys. 11.8




Hipotezy wytezenia, ztozone przypadki wytrzymatosciowe 263

ROZWIAZANIE
Reakcje (rys. 11.8b)

YP,=0: —Hy—2P+5P=0

H, =3P =3-1000 = 3000 N
YMy=0: —P-L+Vc-2L=0

Ver2L=P-L |:2L

Ve = 0.5P = 0.5-1000 = 500 N
YP,=0 —Voi+P-V;=0

Vo =P —0.5P = 0.5P = 0.5-1000 = 500 N

Wartosci sit osiowych (rys. 11.8C)
Npg = —2P + 5P =3P =3-1000 = 3000 N

Ngc = 5P =5-1000 = 5000 N

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 11.8d)

MA:()
Mg =Vc-L=05P-L=05-1000-0.1 =50N'm
MC:0

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

nd? 1202
A —_— —
4

= 314.2 mm?

Wskaznik przy zginaniu dla przekroju poprzecznego preta

nd3 m-203
W=—=
32 32

= 785.4 mm°

Rozktady naprezen normalnych o od sit osiowych sa state w poszczegolnych odcinkach belki
(rys. 11.8e).

Rozktad napr¢zen normalnych o od zginania belki jest liniowo zmienny w poszczegdlnych
odcinkach belki. Wiokna gorne belki sg Sciskane, a dolne — rozciggane (rys. 11.8f).

Wartosci naprezen normalnych od sit osiowych (rys. 11.8Q)
o — Nag _ 3P _ 31000
AB ™ 4 T 4 7 3145
__ Npc __ 5P _ 51000

r 2 —
o = "B¢ = 22 = 222 = 15,90 MPa

= 9.54 MPa
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Wartosci naprezen normalnych od zginania we witdknach gornych (rys. 11.8h)

z,G _ —Ma __
A — 7 =0
-M 0.5PL 0.5:1000-100
ot =B 2o = —63.66 MPa
w w 785.4
G _ —M
ot =—=%=0
w

Wartosci naprezen normalnych od zginania we widknach dolnych (rys. 11.8i)

Z,D_MA_O

A w
D M 0.5PL  0.5:1000-100
é’ =L = = 63.66 MPa
w w 785.4

Z,D_MC_O
C w

Wartosci naprezen normalnych we wioknach gornych (rys. 11.8j)
o5 =0+ 0,8 =9.54+0=9.54MPa

05" = kg + 0% = 9.54 + (—63.66) = —54.12 MPa

o5 = ol + 028 = 15.90 + (—63.66) = —47.76 MPa

op = opc + 008 =15.90 + 0 = 15.90 MPa

Wartosci naprezen normalnych we wioknach dolnych (rys. 11.8K)
op = ohg + 024 =954 4+ 0 = 9.54 MPa

op! = ofp + 029 = 9.54 + 63.66 = 73.20 MPa

op® = ol + 02 = 15.90 + 63.66 = 79.56 MPa

op = o + 02 = 15.90 + 0 = 15.90 MPa

Maksymalne naprezenia normalne
0 = |0|pax = 79.56 MPa < k = 80 MPa

Warunek nosnosci jest spetniony.
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PrzYkr.AD 11.9

Wspornik o przekroju pierscieniowym obcigzony jest sita podtuzng i sila poprzeczng na
swobodnym koncu (rys. 11.9). Wyznaczy¢ wymiary przekroju poprzecznego z warunku no$nosci.
Dane:

P = 1000 N
L=03m
k =120 MPa
a) 40.2P ,
/ 7an,
4 P ‘I"l"z
| { | d=d d,=0.8d
0y M 0.2P
(0 A - RN
H, fA P
V !
A 1
& |
c) | ’
)N (% T 500N
! -1000 !
d 160 i
v (e T
€) o [MPa] f) o, MPa]
_____ £ ==
Rys. 11.9

ROZWIAZANIE
Reakcje (rys. 11.9b)

ZPix=0: HA—P=O
Hy =P =1000N
YP,=0. —V,+02P=0
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Vs =0.2P = 0.2-1000 = 200 N
YMy=0: My—02P-L=0
My =0.2P-L=0.2-1000-0.3 = 60 N'm

Wartosci sit osiowych (rys. 11.9c)
Nyg = —P = —1000 N

Wartosci momentow zginajgcych (rys. 11.9d)

M\ =0
My =-02-P-L=-0.2-1000-0.3 = 60 N'm
MB:()

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

__0.36d°m

A=7(d} —dj) = 7[d* - (0.8d)?] = 7[d? — 0.64d?] = =——— = 0.2827d”

Wskaznik przy zginaniu dla przekroju poprzecznego preta
m _0.36d*m

_ T g4 _ g4y T 194 _ 47 _ T g4 4 _ 3
W = 32d, (dZ dW) - 32d [d (OBd) ] - 32d [d 0.64d ] = —32d = 0.0353d

Na catej dhugosci belki wystepuje stala wartos¢ sit osiowych. Najwigksza warto§¢ momentow
zginajacych wystepuje w przekroju A. Jest to przekrdj najbardziej wytgzony. W wyniku zginania,
gorne wiokna wspornika w przekroju A s3 rozciggane, a dolne — S$ciskane. Ekstremalne
naprezenia normalne o wystepujg we widknach dolnych (punkt C; rys. 11.9e i f).

Ekstremalne naprezenia normalne
(-02PL) P 0.2PL

N M -P
o=-+-—="+ - -
A w A w 0.2827d 0.0353d

Warunek nosnosci

P 0.2PL
0.2827d?%  0.0353d3| —

lol<k - |-

Metoda prob i bltedow
d =30 mm

p 02PL 1000 0.2:1000-:300 __ 1000 60000
0.2827d2 ' 0.0353d3  0.2827-302 0.0353:303  254.43 953.1

d=20 mm

=669MPa < k=120MPa
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P 02PL 1000 0.2:1000-300 _ 1000 60000
0.2827d2 = 0.0353d3  0.2827-202 0.0353-203  113.08 282.4
d=25mm

P 02PL 1000 0.2:1000-300 1000 n 60000
0.2827d2 ' 0.0353d3  0.2827-252 0.0353-253  176.69 = 551.56
d=24 mm

P 0.2PL 1000 0.2:1000-300 _ 1000 60000
0.2827d2 = 0.0353d3  0.2827-242 0.0353:243  162.84 = 487.99

= 221.3MPa >

k =120 MPa

=1144MPa < k =120MPa

=129.1MPa > k =120MPa

Przyjeto $rednice zewnetrzng d, = 25 mm i §rednice wewngtrzng dy, = 20 mm.
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PrzYkKrAD 11.10

Wspornik o przekroju kotowym obcigzony jest sitg podtuzng i momentem skrecajacym na
swobodnym koncu (rys. 11.10). Sprawdzi¢, czy speliony jest warunek nos$nosci, przy
zastosowaniu hipotezy CGT i HMH.
Dane:

P =10000 N

Mo=60 N'm
L=05m
d=18 mm
k=120 MPa

}o
I
o

| L |
b) |
MA HAEA B; P M, X
—— - e — >
’ s
c) | 60 |
N ) 1 5000N
d | 60 |
M, & T30Nm
e) f)
© [MPa] T [MPa]
_’39'3 52.4 v—=
<)____—- - —
- =3 524
Rys. 11.10

RozwiAZANIE
Reakcje (rys. 11.10b)

ZPixz(): —HA+P=O
Hy =P =10000 N
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YM,=0: —My+M,=0
My = M, = 60 N'm

Wartos¢ sity osiowej (rys. 11.10c)

Wartos¢ momentu skrecajgeego (rys. 11.10d)
MS,AB = MO =60 N'm

Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta

2 . 2
A="%2 T8 _ 5545 mm?
4 4

Wskaznik przy skrecaniu dla przekroju poprzecznego preta

nd® 1183
w, =" =
16 16

= 1145.1 mm®

Na catej dtugosci preta wystepuje stata wartos¢ sity osiowej i momentu skrecajacego. Najwicksze
naprezenia zredukowane wystepuja na powierzchni zewnetrznej preta.

Naprezenia normalne o od sily 0siowej

N P 10000
oO=—=-=

= = 39.3 MPa
A A 2545

Naprezenia styczne T0d momentu skrecajgceego

Mg M 60000
=—=—"=——=524MPa
W Ws 1145.1

Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy CGT

Ogred = Vo2 + 412 =/3932+4-5242 =1119MPa < k =120 MPa

Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy HMH

Ogred = V02 + 3712 =+/39.32 4+ 3:5242=989MPa < k =120MPa

Warunek no$nosci jest spetniony dla hipotezy CGT i HMH.
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PrzykrAp 11.11

Belka wspornikowa jest obcigzona jak na rys. 11.11. Wyznaczy¢ rozktady naprezen normalnych
I stycznych. Sprawdzi¢, czy spetniony jest warunek nos$nosci, przy zastosowaniu hipotezy CGT
i HMH.

Dane:
P=5000 N
Mo:50N'm
L=0.3m
d; =20 mm
d, =16 mm
k =130 MPa
3 I I I 11
y 3P P M, ///
2—#[—» [ 3 d
/‘% 1 {/// I :
! L | L | 1 |
b) | :
Dnlin 83" BM
| Ci
‘z i !
C) ! 10000 ! :
H 7 i ] 5000N
! LTl 1]
: : -5000 :
d) : |50 :
M, & T30N-m
e) i 31.8 i E
o e[| |
s REREIRER T 30MPa
| IR
f i | e22
) . L 318 & 1 30MPa
- el [
Rys. 11.11

ROZWIAZANIE
Reakcje (rys. 11.11b)

YP,=0: —Hy,+3P—-P=0
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Hy =3P —P =2P =2-5000=10000N
ZMx:(): _MA+M0:0
My = M, = 50 N'm

Wartosci sity osiowej (rys. 11.11c)
Npag =3P —P =2P =2-5000 = 10000 N
NBC = —P = —5000 N

Wartos¢é momentu skrecajgceego (rys. 11.11d)
MS,AC = MO =50Nm

Pola powierzchni przekrojow poprzecznych pretow

2 . 2
Ay =" =2 = 3142 m?

_ mdi 162
AH - -
4 4

= 201.1 mm?

Wskazniki przy skrecaniu dla przekrojéw poprzecznych pretow

3 . 3

W, = "1—‘161 =22 = 1570.8 mm”
3 . 3

W =222 = ™% — 8043 mm?

16 16

Naprezenia normalne o od sit osiowych (rys. 11.11e)
Nag _ 2P _ 10000

OAB = A_I = a = 3142 = 31.8 MPa
N -P 5000

O'BC :icz—z _——_—= —249 MPa
A Ap 201.1

Naprezenia styczne T0d momentu skrecajgeego (rys. 11.11f)

Tap = s = Mo = 20000 _ 34 g Mpa
AB ™ o T wg 15708 .

Mg _ M, _ 50000
Wenr Ws 8043

= 62.2 MPa

Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy CGT

Opreans = V025 + 412, = V3182 + 4-31.82 = 71.1MPa < k = 130 MPa

Opreanc = N Oic +415. =/(—24.9)2 + 4 62.22 = 1269 MPa <

k = 130 MPa
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Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy HMH
Opreans = 0fg + 3735 = V31.82 +3-31.82=63.6 MPa < k = 130MPa

OpredBC = v/ Opc + 3T%c = /(—24.9)2 +3-62.22 = 110.6 MPa < k =130 MPa
Warunek nosnosci jest spetniony dla hipotezy CGT i HMH.

PrzykrAD 11.12

Wyznaczy¢ dopuszczalng glebokos¢ karbu w stalowym ptaskowniku obcigzonym sitg P = 50 kN.
Naprezenia dopuszczalne k = 100 MPa.
Ile wyniesie dopuszczalna glebokos¢ karbu wykonanego symetrycznie z dwoch stron

plaskownika?
Dane:
h =100 mm
b =10 mm
a) | IR S . d)
] S, S, c
! 39,2 21.6

_x}: m 60.8 39.2 100

w
[o]

Rys. 11.12
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ROZWIAZANIE

W strefie karbu, zakladamy w uproszczeniu przypadek wytrzymato$ciowy mimosrodowego
rozciggania. Redukcja sity rozciggajacej P do $rodka geometrycznego C przekroju B-B daje w
wyniku si¢ sile rozciggajaca P oraz moment zginajacy M (rys. 11.12a).

Moment zginajgcy
M=p-%
2

Pole powierzchni przekroju B-B
A=b-(h—x)=10-(100—x)
Wskaznik przy zginaniu przekroju B-B

b-(h—x)?> _ 10-(100—x)2
6 6

W =

Naprezenia normalne od rozciggania w przekroju B-B

P P

o, =—= —
4  10(100-x)

Ekstremalne naprezenia normalne od zginania w przekroju B-B

x
o = M P2 _ 3Px
g w~ 10(00-x)2 10-(100-x)2
6

Maksymalne naprezenie normalne w przekroju B-B

+ 3Px
10-(100—x) 10-(100—x)2

o =0 +0g=

Warunek nosnosci

P 3P
+ T _ <
10:(100—-x)  10-(100—x)2

o<k -» o=

P 3Px 50000 3-50000-x

10-(100-x) + 10-(100-x)2 ko - 10-(100-x) + 10-:(100-x)2 100
5000 15000-x 50 150-x

(100-x) = (100-x)2 100 |:100 (100-x) = (100-x)2

50-(100—x) 150 _ 4 50(100-x)+150x _ 1

(100—x)2 (100-x)2 (100-x)2

5000 — 50x + 150x = (100 — x)? = 10000 — 200x + x?

5000 + 100x = 10000 — 200x + x> — x2—300x + 5000 =10
A= b? — 4ac = (—300)2 —4-1-5000 = 90000 — 20000 = 70000
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VA= 264.6

_ —b+VA _ 300+264.6
=——=

= 282.3 mm

Xa

_ —b—VA _ 300-264.6

Xp = = 17.7 mm

2a

Wartosci naprezen normalnych od rozciggania w przekroju B-B (rys. 11.12b)

o =P P _ 50000
'™ 47 10:(100-x)  10-(100—17.7)

= 60.8 MPa

Wartosci naprezen normalnych od zginania w przekroju B-B (rys. 11.12c)

3Px 3-50000:17.7
= — = — = —39.2 MP
gD 10-(100—x)>2 10:(100-17.7)2 39 a
3Px 3-50000:17.7
= = = 39.2 MP
OgE 10-(100-x)2  10-(100—17.7)2 39 a

Wartosci ekstremalne naprezen normalnych w przekroju B-B (rys. 11.12d)
Op = Opin = 0r — 0gp = 60.8 —39.2 = 21.6 MPa
Og = Omax = 0y + 0gp = 60.8 + 39.2 = 100 MPa

W przypadku karbu wykonanego symetrycznie z dwoch stron ptaskownika (rys. 11.12e), przekrdj
B-B jest tylko rozciggany.

Warunek nosnosci
o<k - o .= <k
r= I p(h-2x) —
P 50000 50
= -» ———— =100 —_—=
b-(h—2x4) 10-(100-2x4) (100-2x1)

50=100—-2x;, - 2x, =50 - x;=25mm

Wartosci naprezen normalnych od rozciggania w przekroju B-B (rys. 11.12f)

P P 50000
op === =

= = = 100 MPa
A 10:(100-2x,)  10-(100-2-25)
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PrRzZYKEAD 11.13

Wyznaczy¢ $rednice d stalowego preta haka o udzwigu P = 3000 N. Napr¢zenia dopuszczalne
k=120 MPa.
Dane:

a=60mm

V|50 ks

Rys. 11.13

ROZWi4AZANIE

Zadanie rozwigzano w przyblizeniu, traktujac uktad jako zbior pretdw rozcigganych lub/i
zginanych.

Przekroj B-B haka jest rozciggany sila P oraz zginany momentem M:
M =P-a=3000-60=180000 N'm

Warunek nosnosci na zginanie

<k - 0'g=—<k
M 32M d3
ﬁﬁk - ﬁﬁk |7

\/32M \/32 180000 _ 54 g

120

Ze wzgledu na naprgzenia rozciggajace nalezy zwigkszy¢ wyznaczong s$rednice. Przyjeto
d =26 mm.
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Sprawdzenie warunku nosnosci

Omax <k - Opax=0r+0;<k

P M P M 4p 32M
atw=m@ tae <k = qptip sk

4 32
290 20 — 5.7 + 104.3 = 110MPa < k = 120 MPa
26 26

Gdyby sumaryczne napr¢zenia przekroczyly warto$¢ naprezen dopuszczalnych, nalezy zwickszy¢
$rednice d i powtdrnie sprawdzi¢ warunek nosnosci.
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12.

WYBOCZENIE PRETOW SMUKLYCH

Wyboczeniem preta prostego smuktego, Sciskanego sitg podluzng, nazywa si¢ jego ugigcie
w kierunku prostopadtym do osi preta bez obcigzenia poprzecznego. Site podtuzna, przy ktorej
wystepuje wyboczenie nazywa si¢ sitg krytyczng Py;.

Smuktos$¢ preta prostego w plaszczyznie wyboczenia okreslona jest wzorem:

1A=L, \/% (12.1)
gdzie:

L, — dlugo$¢ wyboczeniowa preta (rys. 12.1),

A — pole powierzchni przekroju poprzecznego preta,

I — moment bezwtadno$ci przekroju poprzecznego preta wzgledem osi gtownej centralnej
prostopadlej do plaszczyzny wyboczenia.

Smuktlos¢ graniczna preta wynosi:

E
Agr =10 | (12.2)
gdzie:
E —modut Younga,
Ry — granica proporcjonalnosci (granica Hooke’a).

Pkr Pkr

E y E 7227\ 1 777

W
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Gdy smukto$¢ preta jest wigksza od lub rowna smuktosci granicznej (4> Agr), t0 nastepuje
wyboczenie sprezyste (rys. 12.2). W przeciwnym przypadku (A< Ay) wyboczenie jest
niesprezyste (rys. 12.2).

Naprezenia normalne powstale w precie podczas wyboczenia (dla obcigzenia sitg krytyczng Py)
nazywa si¢ naprezeniami krytycznymi ok, Dla wyboczenia spr¢zystego wyznacza sig je ze Wzoru
(hiperbola Eulera, rys. 12.2):

Okr = —5- (12.3)

dla wyboczenia niesprezystego (prosta Tetmejera, rys. 12.2):

Ry\ 1
e = Re [1 -(1- R—”) p” (12.4)
lub (parabola Johnsona — Ostenfelda, rys. 12.2):
1\2
Ore = Re [1 ~05 (7) ] (12.5)
gdzie:
E
Ao =T T (12.6)
1%k | hE- hiperbola Eulera
'I pT - prosta Tetmajera
R pJ-O ,| pJ-O - parabola Johnsona-Ostenfelda

A<A AZD g,

Rys. 12.2
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PrRzYKLAD 12.1

Wyznaczy¢ site krytyczng dla preta wspornikowego o dlugosci L =1000 mm i1 kolowym
przekroju poprzecznym d = 30 mm (rys. 12.3). Pret wykonany jest ze stali, dla ktore;:

Re = 235 MPa
Ry =200 MPa
E =210 GPa

x4
I~ )

il _ z Id

Rys. 12.3

ROZWIAZANIE
Pole przekroju poprzecznego preta

nd? 1302
A —_— —

4

= 706.9 mm?

Moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta

4 an4
[ =1 ™39 _ 39760.8 mm*
64 64

Smuktosé¢ preta
Ly =2L=2-1000 = 2000 mm

A= LW\/E = 2000 / 7989 — 266.7
I 39760.8

Smuktos¢ graniczna

Agr = T[\/E = /21"000 = 1018
Ry 200

Pret wyboczy si¢ sprezyscie, poniewaz A > Ag.
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Wartosc¢ sity krytycznej
m2E  m2%-210000
Okr = /,1—2 = W = 29.1 MPa

Py = 0y - A = 29.1-706.9 = 20570.8 N

PRZYKLAD 12.2

Wyznaczy¢ site¢ krytyczng dla preta wspornikowego o dhugosci L =500 mm i1 prostokatnym
przekroju poprzecznym a x b =50 x 40 mm (rys. 12.4). Pret wykonany jest ze stali, dla ktore;:

Re = 235 MPa
Rny =200 MPa
E =210 GPa

X}
*Pkr

!

ot

Rys. 12.4

Rozwi4zANIE
Pole przekroju poprzecznego preta
A=a-b=50-40 = 2000 mm’

Momenty bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta

.q3 .£03
I, = 2% = 2% — 416666.7 mm*
12 12

a-b® _ 50403
12 12

I, = = 266666.7 mm’

Wyboczenie wystapi w plaszczyznie Xy, poniewaz I, < |.
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Smuktosé¢ preta
Ly =2L=2-500= 1000 mm

A= Lw\/E = 1000 / 2990~ 86.6
1 266666.7

Smuktos¢ graniczna

Agr = n\/z = /21"000 =101.8
Ry 200

Pret wyboczy si¢ niesprezyscie, poniewaz A < Agr.

Wartos¢ sily krytycznej wedlug prostej Tetmajera

O = Re [1—(1—%‘2)% =235-[1- (1-22) 22| = 205.2 MPa

Py = Oyr - A = 205.2 - 2000 = 410400 N

Wartosé sity krytycznej wedtug paraboli Johnsona-Ostenfelda

,10=nJ z =1T\/M=132.8
0.5Re 0.5-235

Or = Re [1 ~ 05 (%)2] = 235- [1 ~ 0.5 (2= )2] = 185.0 MPa

o 132.8

Py = Oy, - A = 185.0 - 2000 = 370000 N
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PRzZYKLAD 12.3

Obliczy¢ $rednice preta (rys. 12.5), przy ktorej wyboczenie jest jeszcze sprezyste.
Dane:
L =1500 mm

Rny =100 MPa
E =69 GPa

Rys. 12.5

ROZWIAZANIE
Pole przekroju poprzecznego preta

nd?
A=—
4

Moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta

md*
1=
Smuktos¢ preta

Ly, =0.7L =0.7-1500 = 1050 mm
—LJ_ / J@ A 1050 4 = 2200
d d d d

Smuktos¢ graniczna

Agr = n\/z = |22 =825
Ry \I 100

Pret wyboczy si¢ sprezyscie, gdy A = Agr.
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4200 d
A=A -» — =1 F—
gr d gr | Agr
4200 4200
= - = — = .
7 d d — 50.9 mm

Wyboczenie sprezyste nastapi dla d < dg = 50.9 mm.

PRzZYKLAD 12.4

Obliczy¢ dopuszczalng sit¢ dla preta swobodnie podpartego (rys. 12.6) o kwadratowym przekroju

poprzecznym a x a =30 x 30 mm.
Dane:
L =600 mm

Re =355 MPa
Ry = 320 MPa
E =210 GPa
n=3

x4
S -

RoOzwiAZANIE
Pole przekroju poprzecznego preta
A = a® = 30% = 900 mm?

Rys. 12.6

Moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego preta

4 4
=% =3 _ 67500 mm*
12 12
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Smuktosé preta
Ly =L =600 mm

/1=LW\/E=6OO / 20— 69.3
I 67500
Smuktos¢ graniczna

S Y
Ry 320

Pret wyboczy si¢ niesprezyscie, poniewaz A < Ag.

Wartos¢ sily krytycznej i dopuszczalnej na podstawie prostej Tetmajera

320) 693| — 324.9 MPa

r = Re [1_ 1__)2lgr]_355 [1_( 355/ 80.5

P = Opr - A = 324.9-900 = 292410 N

Pkr — 292410 = 97470 N

P, dop —
Wartosé sity krytycznej i dopuszczalnej na podstawie paraboli Johnsona-Ostenfelda

E 210000
=T = 108.1
0.5Re 0.5:355

=R, [1—05( 0)2]_355 [1—05(693)Z]=282.1 MPa

108.1

Ao =m

P = 0yp - A = 282.1-900 = 253890 N

Paop = P:r _ 2533890 — 84630 N

Na podstawie paraboli Johnsona-Ostenfelda uzyskano mniejsza wartos¢ sity dopuszczalne;.
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PRZYKELAD 12.5

Obliczy¢ $rednice preta (rys. 12.7) na podstawie hiperboli Eulera lub prostej Tetmajera.

Dane:
P =50kN

L =2200 mm
Re = 235 MPa
Ry =200 MPa
E =210 GPa
n=>5

x4 yh
m*m | _ w4 Id

Rys. 12.7

ROZWIAZANIE

Pierwsze przyblizenie (hiperbola Eulera)

Pkr =n-P
Ly, =0.5L=0.5-2200 = 1100 mm
m2EI
P.. =
kr L%/v
T2EI m2EI m2EI 0.25L2
n- P = 5 = = .
L%, (0.5L)2  0.25L2 n2E
0.25L%n-P  0.25-22002-5-50000
[ = = = 145950.8 mm*
n2E T2:210000
d* 64 641
== | + =

T

= — - d Pt
64 TC
4 ’641 4 ‘64-145950.8
d= T = T =41.5mm
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Pole przekroju poprzecznego preta

2 . 2
A=TE -5 _ 13527 mm?
4 4
Smuktos¢ preta
A= LWJE = 1100 / 13527 = 105.9
I 145950.8
Smuktos¢ graniczna

Agr = n\/z =1 /210000 =101.8
Ry 200

Pret wyboczy si¢ sprezyscie, poniewaz A > Ag. Obliczenia na podstawie hiperboli Eulera sa
poprawne. Przyjeto d = 42 mm.
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PRZYKELAD 12.6

Obliczy¢ $rednice preta (rys. 12.8) na podstawie hiperboli Eulera lub prostej Tetmajera.

Dane:
P =50kN

L =1600 mm
Re = 235 MPa
Ry =200 MPa
E =210 GPa
n=>5

x4 yh
m*m | _ w4 Id

Rys. 12.8
ROZWIAZANIE
Pierwsze przyblizenie (hiperbola Eulera)
Pkr =n-P
Ly, =0.5L=0.5-1600 =800 mm
2El
Py ="
kr L%/v
p= n?El _ mw?El __ m%El | 0.25L7
n T 1%, (0.5L)2  0.25L2 T2E
[ = 0.25L22-n-P _ 0.25-126002-5-50000 — 77197.1 mm®
m2E m2:210000
md* 64 4 _ 641
I= | =

T

= — - d -
64 T
4 [64] 4164:77197.1
d= ’T: ’72354mm
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Pole przekroju poprzecznego preta

2 . 2
A=TE T _ 9842 mm?
4 4
Smuktos¢ preta
A= LWJE =800 / 42 ~90.3
I 77197.1
Smuktos¢ graniczna

Agr = n\/z = /210000 =101.8
Ry 200

Pret wyboczy si¢ niesprezyscie, poniewaz A < Agr. Obliczenia na podstawie hiperboli Eulera sa
nietrafne.

Drugie przyblizenie (prosta Tetmajera)

_L\[ 0.5L |2 OSLf—OSL _:_ _ 21600 %

akr=Re[1—(1—*;—‘:)i]=235-[1—(1—@) 20| = 235 [1 - 2] = 235 — 1222

ar 235/ d-101.8

P&r:: Okr"4
Pkr =n-P
2
OuA=n-P - (235-22%).E=n-P - 184.6d" —863.8d = 250000
d 4

184.6d* — 863.8d — 250000 = 0 |:184.6 — d*—4.68d —1354.28 =0

A= (—4.68)% — 4 - (—1354.28) = 5439

VA= 73.75
d= —(- 4628)1 73.75 _ _345 lub d = —(—4.68.)+73.75 — 392

Nalezy przyja¢ warto$¢ dodatnig.

Sprawdzenie
3200 3200

A=—= = 81.6
d 392

Pret wyboczy si¢ niesprezyScie, poniewaz A < Ag.
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Zbior zadan dla studentow na kierunku Mechanika i Budowa Maszyn w Instytucie Technicznym
Uczelni Panstwowej im. Jana Grodka w Sanoku. Skrypt obejmuje zagadnienia podstawowe z
wytrzymato$ci elementow konstrukcji, w formie podsumowania podstaw teoretycznych oraz
zbioru zadan z rozwigzaniami.




