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Przedmowa

PRZEDMOWA

Niniejszy podrgcznik dostosowany jest do programu przedmiotu, wytrzymatos$¢
materialow, realizowanego w Instytucie Technicznym Uczelni Panstwowej im. Jana
Grodka w Sanoku. Tematyka omdéwionych zagadnien teoretycznych, jak i rozwiazy-
wanych zadan zwigzana jest gtoéwnie z budowg i eksploatacjg maszyn oraz konstrukcji
inzynierskich.

Kazdy rozdziat zawiera omowienie teoretyczne rozpatrywanych zagadnien, pod-
stawowe wzory, metody postepowania oraz przyktadowe zadania w calosci rozwigzane
i szczegotowo objasnione.

Stopien trudnosci zadan dostosowany jest do wymagan obowigzujacych na egza-
minach z przedmiotu wytrzymato$¢ materiatow na II roku studiow. W rozwigzywaniu
zadan stosowane sg klasyczne metody wykorzystywane w wytrzymatos$ci materiatow.

Zawarte watki teoretyczne, jak rowniez przyktadowe zadania w tym podreczniku,
opierajg si¢ na literaturze przedmiotu zamieszczonej na ostatniej stronie opracowania.

Autor zdaje sobie sprawe z niedoskonatosci podrecznika, jak i z jego niekom-
pletnosci. Stad tez z wielka zyczliwoscia przyjmie wszelkie uwagi krytyczne, jakie
powstana u czytelnikow. Nadestane uwagi zostang uwzglgdnione w nastgpnym popra-
wionym i uzupetnionym wydaniu, co zapewne wptynie na jego przydatnos¢ praktyczng
podczas studiowania przedmiotu.

Autor






Wykaz wazniejszych oznaczen i symboli

WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN I SYMBOLI
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pole powierzchni

modut sprezystosci podtuznej lub modut Younga
sztywno$¢ preta na rozeigganie lub $ciskanie

sita zewnetrzna

modut sprezystosci poprzecznej lub modut Kirchoffa
biegunowy moment bezwladnosci

biegunowy promien bezwtadnos$ci

osiowy moment bezwtadnosci, odpowiednio wzgledem osi x 1y
promien bezwladnos$ci, odpowiednio wzgledem osi x 1y
dopuszczalne naprezenia na rozcigganie

dopuszczalne naprezenia na $cinanie

moment zginajacy

moment skrecajacy

megapaskal, jednostka napr¢zenia i ci$nienia

niuton, jednostka sity

niutonometr, jednostka momentu sity

granica plastycznosci

dorazna wytrzymato$¢ materiatu

moment statyczny, odpowiednio wzgledem osi X iy
wspotrzedne $rodka ciezkosci figury ptaskiej

wskaznik wytrzymalo$ci na skrecanie preta o przekroju kotowym
wskaznik przekroju na zginanie preta o przekroju kotowym
energia potencjalna

odksztatcenie

naprezenie normalne

liczba Poissona

naprezenie styczne

obcigzenie ciggte na dlugosci x
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1. Zagadnienia podstawowe przedmiotu

1. ZAGADNIENIA PODSTAWOWE PRZEDMIOTU

1.1. PRZEDMIOT WYTRZYMALOSCI MATERIALOW.
UPROSZCZONY MODEL CIALA

Wytrzymato$¢ materiatow jest nauka stosowana, opierajaca si¢ na prawach me-
chaniki ogdlnej. Zajmuje si¢ badaniem zjawisk zachodzacych w ciatach rzeczywistych,
odksztatcalnych pod wptywem obcigzen zewnetrznych. Podstawa, na ktorej opiera sig¢
wytrzymato$¢ materialow sa z jednej strony badania doswiadczalne, a z drugiej metody
nauk pokrewnych. Do nauk tych nalezy teoria sprezystosci, teoria plastycznosci oraz
reologia.

Zadaniem wytrzymatosci materiatow jest podanie konstruktorowi podstawo-
wych wiadomosci, w ktorych bedzie zawarta odpowiedz na pytanie, czy projektowany
obiekt techniczny lub element maszyny, spetnia wymagania wytrzymato$ciowe, a tak-
ze uwzglednia przy tym aspekt ekonomiczny.

Wytrzymato$¢ materialow korzysta w duzym stopniu z wynikow badan doswiad-
czalnych, w ktorych okreslane sg wlasciwosci mechaniczne materiatéw i elementow
konstrukcyjnych. Korzystajac z metod mechaniki ogolnej, a przede wszystkim ze sta-
tyki, okresla si¢ obcigzenie rozwazanego obiektu, jak tez jego elementow oraz formu-
luje sie¢ warunki réwnowagi. Rozpatrywane zagadnienia w wytrzymatosci materiatow,
warunki rownowagi formutowane sg przy zalozeniu, ze analizowany obiekt jest ciatem
sztywnym, nieodksztalcalnym. Jest to pewne uproszczenie, dopuszczalne w przypadku
matych odksztalcen rozpatrywanego obiektu, ktore miesci si¢c w tak zwanej zasadzie
zesztywnienia. Wedtug tej zasady przyjmuje sie, ze linie dziatania sit przytozonych do
ciata nieodksztatconego nie zmieniajg potozenia w ciele odksztatconym.

Cechy przedmiotu wytrzymalosci materiatéw, ktérymi sg zalozenia i uproszcze-
nia dotyczace opisu materiatow, jak i ksztattu rozwazanych obiektow czy elementow
prowadza do poje¢cia modelu. Model w swojej istocie posiada pewne cechy wyidealizo-
wane. Przyjmuje si¢ wigc, ze materiat rozpatrywanego elementu w catej swojej objeto-
$ci ma jednakowe wtasciwosci fizyczne, czyli jest materiatlem jednorodnym. Z przyje-
cia takiego zatozenia wynika mozliwo$¢ stosowania do opisu materiatu pojec z analizy
matematyczne;j.

Materiaty stosowane w technice moga charakteryzowac si¢ réznymi wtasciwo-
$ciami fizycznymi w zalezno$ci od kierunku, w ktorym wilasciwosci te sa okreslane.
Materialy takie nazywane sa anizotropowymi. Jezeli natomiast wtasciwo$ci materiatu
sg jednakowe we wszystkich kierunkach, to material taki nazywany jest izotropowym.

Odksztalcenia materiatdw moga przyjmowac charakter sprezysty, czyli odwra-
calny, badz tez plastyczny nieodwracalny. Charakter sprezysty odksztalcen ma miejsce
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wowczas, gdy nastepuje ich zanikanie po usunig¢ciu przyczyny wywotujacej to od-
ksztatcenie. Za odksztatcenia o charakterze plastycznym uznawane sg te, ktore pozo-
stajg w materiale pomimo usunigcia przyczyny powodujacej ich powstanie. Typowym
przyktadem odksztatcenia sprezystego moga by¢ sprezyny zaworow silnikow spali-
nowych lub hydraulicznych zawordéw bezpieczenstwa. Na wlasciwosci fizyczne ma-
terialu w duzym stopniu wplywa temperatura. Materiat sprezysty w temperaturze oto-
czenia staje si¢ plastyczny pod wplywem ogrzania. Z kolei materialy ozigbione tracg
wlasciwosci plastyczne i stajg si¢ kruche. W wytrzymatosci materiatow istnieje wiele
zagadnien, w ktorych koniecznie nalezy uwzgledni¢ wptyw czasu na odksztatcenia.
Zdecydowana wigkszo$¢ materiatow wykazuje przyrost odksztatcenia podczas dziata-
nia statlego obcigzenia.

Ze wzgledu na ksztalt, w wytrzymato$ci materiatow wyrdznia si¢ takie elementy,
jak: prety, powtoki i konstrukcje masywne. Do pretow zaliczane sg elementy, ktorych
materia jest rozlozona wzdtuz pewnej linii, czyli jeden wymiar tych elementow jest
znacznie wigkszy od pozostatych. Wyrdznia si¢ prety proste 1 zakrzywione. W zalez-
nosci od obcigzenia mogg by¢ rozciggane, zginane, skrecane. Powtoki to takie elemen-
ty, ktorych materia jest rozlozona na pewnej powierzchni, charakteryzujacej si¢ tym,
ze dwa wymiary tych elementow sg wigeksze od trzeciego. Jezeli ta powierzchnia jest
ptaszczyzng, to rozpatrywane elementy mogg by¢ ptytami lub tarczami, zaleznie od ob-
cigzenia. Konstrukcja masywng nazywane sa elementy, ktorych wszystkie wymiary
sg tego samego rzedu. Jako przyktady mozna podaé: kule, stozki, walce oraz inne nie-
foremne elementy o ztozonych ksztaltach.

Podziat elementow konstrukcyjnych na trzy grupy, umozliwia prowadzenie anali-
zy wytrzymato$ciowej rzeczywistych obiektow przy ograniczonej liczbie schematow,
niezaleznie od przeznaczenia danego elementu. Na przyktad, takim samym schematem
mozna obja¢ waly maszyn przenoszace ruch obrotowy z silnika elektrycznego na ze-
spot walcarek hutniczych, czy tez waty w mobilnych maszynach roboczych.

1.2. MECHANICZNE ODDZIALYWANIE CIAL
WZGLEDEM SIEBIE

Mechaniczne oddzialtywanie ciat wzgledem siebie charakteryzuje si¢ tym, ze cia-
fa te sg ze sobg w kontakcie. Kontakt ten moze by¢ skoncentrowany, co ma miejsce
na przyktad we wspotpracy kolo jezdne — szyna, lub kontakt roztozony w przypadku
czopa walu w tozysku $lizgowym. Jak w jednym, tak i w drugim przypadku miarg me-
chanicznego oddziatywania cial wzgledem siebie sg sity.



1. Zagadnienia podstawowe przedmiotu

1.2.1. SILY ZEWNETRZNE

Rozpatrywanie dowolnego ciata odizolowanego od innych, wczesniej z nim po-
faczonych, wymaga zastapienia ich dziatania sitami na to ciato, ktore nazywane sg si-
tami zewnetrznymi. Sity zewngtrzne dzieli si¢ na objetosciowe i powierzchniowe. Sity
objetosciowe dziatajg na kaza czastke ciata, a sity powierzchniowe przylozone sg tylko
na jego powierzchni. Jako przyktad sit objetosciowych mozna poda¢ sity wlasnego
cigzaru ciata. Przyktadem sit powierzchniowych moze by¢ cisnienie w obszarach styku
ciata badanego z innymi ciatami. Do sit zewnetrznych dziatajacych na dane ciato zali-
cza si¢ sity o znanej warto$ci, czyli sity czynne, a takze reakcje wigzow, bedace sitami
biernymi.

Niech bedzie rozwazony zbiornik wypehiony ciecza, ustawiony na platformie
wagonowej, ktora stoi na torach kolejowych, jak to przedstawiono na rysunku 1.1.

——c ——b ——
g )
i A ‘ //;
Ra Rs

Rys. 1.1. Przyktad dziatania sit zewnetrznych obciazajacych konstrukcje cysterny

Do sit czynnych dziatajacych w konstrukcji cysterny naleza: cigzar zbiornika
z cieczg Q. oraz cigzar podwozia Q,. Sitami biernymi sg reakcje R 1 R, ktore wyste-
puja na powierzchniach styku kot 4 i B z szyng. Obcigzeniem w tym przypadku cyster-
ny, sg sity czynne Qi Q,, oraz sity bierne R i R,.

Laczny zespot sit czynnych Q.. 1 Q, oraz sit biernych R, 1 R, nazywany jest obcia-
zeniem konstrukcji cysterny. W dalszej analizie badanym obiektem niech bedzie tylko
sam zbiornik cysterny. Wowczas obcigzeniem bedzie tylko jedna sita czynna Q .1 reak-
cje: R, R, i R, podpor C, D, E zbiornika na platformie wagonu.

1.3. WYKRES ROZCIAGANIA

Badania do$wiadczalne w zakresie rozciggania materiatow dowodza, ze prawo
Hooke’a moze by¢ stosowane tylko do pewnej wartosci napr¢zen 6, tak zwanej
prop
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14
granicy proporcjonalnosci, ktora jest charakterystycznym parametrem dla danego ma-

teriatu. Jezeli naprezenia przekraczaja 0, 10 zalezno$¢ o = f'(¢) staje si¢ nieliniowa.
Pelny zakres zaleznos$ci o = f'(¢) przedstawia si¢ na wykresie rozciggania. Wykres

taki dla stali niskoweglowej przedstawiono na rysunku 1.2.
A

G A
MPa

300 T

200 t

100 t

A

Gspr

Oprop

|
i
Og

A\

|
|
|
e %

Rys. 1.2. Wykres rozciagania sali niskoweglowej

Wykres rozciggania przedstawiony na rysunku 1.5 wykreslono na podstawie ba-

dan probek pigciokrotnych (to znaczy, ze L, = 5d ) wykonanych ze stali niskowgglo-

wej, przedstawionych na rysunku 1.3.

| do(A0)

L,=5d,

L1

szyji&/ M(Ao

Rys. 1.3. Probki do badaf na rozcigganie Lo = 5d_



1. Zagadnienia podstawowe przedmiotu

Przebieg krzywej rozciagania rozpatruje si¢ w uktadzie wspotrzednych ¢, ¢ (od-
ksztatcenie, naprezenie). Cze$¢ krzywej rozciggania od punktu 0 do 4 odpowiada za-
kresowi proporcjonalnosci, to znaczy, ze przyrost odksztalce a jest wprost proporcjo-
nalny do napre¢zenia. Kolejnym punktem charakterystycznym wykresu jest punkt B,
w ktorym odksztatcenie ro$nie pomimo braku wzrostu naprezen o. Punkt ten nazy-
wany jest granicg plastycznosci i oznaczany jest R,. Zjawisko wystepowania wzrostu
odksztatcenia przy stalej warto$ci naprezenia nazywane jest ptynieciem materialu. Ma
to zwigzek ze zmianami mikrostruktury materiatu z powodu zachodzacych mikroposli-
zgow w sieci krystalicznej podczas rozciagania, a nie znikajacych po odcigzeniu i da-
jacych w wyniku wydtuzenia trwate.

W zakresie naprezen, gdy o nie przekracza oA mikroposlizgi wystepuja bardzo
rzadko. Jednak, gdy zachodzi wzrost napre¢zefi do R , to ich liczba gwaltownie rosnie.
Gdy juz pojawig si¢ naprezenia trwate, to proces ten stopniowo postepuje. Stad tez gra-
nicg sprezystosci g, (na krzywej rozciggania punkt 4°), jest to taka warto$¢ napreze-
nia, przy ktorej nie ma jeszcze odksztatcen trwatych, jest pojeciem umownym. Wartosé¢
naprezen odpowiadajaca o, zalezy od dokfadnosci pomiaru i w tablicach wytrzymato-
sciowych rzadko kiedy jest podawana.

Podczas rozciggania powstawanie mikroposlizgéw w pewnym ich stanie zatrzy-
muje si¢. Na wykresie rozciggania jest to czgs¢ krzywej od B’ do C, w ktorej wyste-
puje umocnienie materiatu. Maksymalna warto$¢ naprezenia w punkcie C nazywana
jest dorazng wytrzymalo$cig materiatu i oznaczana symbolem R . Warto zaznaczy¢, ze
na krzywej rozciggania od punktu 0 do punktu C, zachodzi rownomierne wydtuzenie
probki na jej calej dlugosci. Tak samo jest z gestoscig mikroposlizgow, nie zauwaza
si¢ tu ich wyraznej koncentracji. Po przekroczeniu punktu C nastgpuje koncentracja
mikropo$lizgéw w jednym miejscu probki (potowa dlugosci probki), co sprzyja two-
rzeniu si¢ lokalnego przewezenia, tak zwanej szyjki. W punkcie D nastepuje zerwanie
probki.

Podczas rozciggania probki w przedziale R, — R = zachodzi zjawisko podniesienia
granicy sprezystosci. Bedzie tu przeprowadzona nastepujaca analiza. Na maszynie wy-
trzymatos$ciowej trwa proces obcigzania probki, w punkcie £ ten proces zostaje prze-
rwany, wowczas zachodzi odcigzenie wedhug linii £F roéwnolegtej do 04. Gdy nastapi
odksztalcenie calkowite, wowczas o = 0, a odksztatcenie trwate bedzie réwne OF. Je-
zeli probka zostanie powtornie obcigzona, to przebieg krzywej bedzie po tej samej linii
FE, prawie do punktu E. Nast¢pnie dalszy jej przebieg bedzie po tej samej linii ECD,
jak byloby to rozciagganie bez przerywania i wznawianie obcigzenia. Jezeli powtornie
obcigzenie nie bedzie poprowadzone do punktu £, ale przerwane w punkcie G, to ma-
terial probki wréci ponownie do stanu F. Z tego wynika, ze material w przedziale na-
prezeh od 0 do o, zachowuje sig tak, jak material sprezysty.

15
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2. MOMENTY GEOMETRYCZNE FIGUR PLASKICH

2.1. MOMENT STATYCZNY I SRODEK CIEZKOSCI

W obliczeniach wytrzymatosciowych dotyczacych gltéwnie uktadéw pretowych
niezbedna jest znajomos¢ wielko$ci geometrycznych charakteryzujacych pole przekro-
ju poprzecznego preta. Wielkosciami tymi sg: momenty statyczne i momenty bezwtad-
nosci.

Moment statyczny oznaczony litera S pola 4 figury ptaskiej przedstawionej na ry-
sunku 2.1 jest wyznaczany wedlug wzoru (2.1).

y

Y.

X

Rys. 2.1. Moment statyczny wzgledem osi x 1y

Se=[,ydd; S, = [ xdA (2.1)

gdzie: S, Sy — momenty statyczne w [cm3, m3] pola figury ptaskiej odpowiednio
wzgledem osi x i y, A — pole powierzchni figury w [cm2, m2], d4 — obrany element pola
z powierzchni catkowitej 4, x 1 y — wspotrzedne obranego elementu d4. Wskaznik A
u dotu catki oznacza, ze calkowanie nalezy wykona¢ po catym polu A rozpatrywanej
figury ptaskie;.

Srodek cigzkosci figury plaskiej o polu 4 w rozpatrywanym uktadzie wspohrzed-
nych x, y (rys. 2.1) jest to punkt, ktérego wspotrzedne spetniaja rownanie (2.2).
Sy _ Jaxaa, _ Sx _ Jaya4 (2.2)

X, =—=
€ A A’ Ye =7 A

gdzie: x,, y. — wspotrzedne Srodka cigzkosci figury ptaskiej o polu 4.

Jezeli przez $rodek cigzkosci w punkcie C na rysunku 2.1 zostang poprowadzone
dwie proste, wzajemnie do siebie prostopadte, to proste te beda nazywane osiami cen-
tralnymi. Na podstawie wzorow (2.2) mozna zapisac:
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Se=A-y; S,=A-x, (2.3)

Ze wzordw (2.3) wynika, ze moment statyczny pola figury A wzgledem prostej
réwna si¢ iloczynowi pola A i odleglosci srodka cigzkosci tej figury od proste;.

W obliczeniach wspotrzednych srodka cigzkosci figury ptaskiej mozna korzystac
z nastepujacych twierdzen:

—  jezeli figura ptaska ma o$ symetrii, to o$ ta przechodzi przez srodek ciezko-

$ci figury,

—  jezeli figura ptaska ma $rodek symetrii, to rownoczesnie jest on $rodkiem

cigzkosci tej figury.

Jezeli figura ptaska o polu catkowitym A4 zostanie podzielona na n cz¢sci, to mo-
ment statyczny catej figury wzgledem danej osi jest rowny sumie momentow statycz-
nych poszczegdlnych n czgsci figury wzgledem tej osi. Przyktad takiej figury sktadaja-
cej sig z n = 3 czesci przedstawiono na rysunku 2.2,

l
y / E
&
9“2
F A B _p
5/
Y.,
c? A,
A,
ch yc1 A B
X., X
XC
2
X03

Rys. 2.2. Moment statyczny figury ptaskiej ztozonej z n = 3 czesci

Figura ptaska ABCDEF podzielona na n = 3 czesci, z ktérych kazda ma pole po-
wierzchni 4;, 4, A; 1 odpowiednio wspotrzedne Srodka cigzkoSci: xc;, xc,, xc; oraz
Yep, ey, ye3 ma moment statyczny wzgledem osi x 1y obliczony wedlug wzorow (2.4):

S, = Z 4 - Vo5 S, = zn:Al. "X, (2.4)
i=1 i=1

gdzie: n w tym przypadku wynosi 3.

17
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2.2. MOMENT BEZWELADNOSCI

Moment bezwladnosci, jest to wielkos¢ charakteryzujaca figure plaska A ze
wzgledu na sposob roztozenia jej obszarow wobec osi przyjetego uktadu wspotrzed-
nych, ktdra jest wyznaczana za pomocg wWzorow:

L= [,y*dA; I, = [,x*d4; Iy = [,p*dA 2.5)

gdzie: i I, - osiowy moment bezwladnosci, odpowiednio wzgledem osi x 1y, 1, —
biegunowy moment bezwtadnosci, obliczony wedtug punktu 0 nazywanego biegunem,
x, y — wspotrzedne elementarnego pola d4, p’ = x* +)? — odleglo$¢ elementarnego pola
dA od poczatku uktadu wspotrzednych.

Figure ptaska o dowolnym ksztalcie z wyodrgbnionym elementarnym polem dA4
1jego wspotrzednymi przedstawiono na rysunku 2.3.

A A
y
dA

Y

Rys. 2.3. Moment bezwtadnosci wzgledem osi x, y i wzgledem bieguna O

Korzystajac z rysunku 2.3, przy uwzglednieniu, ze p? =x’ + y’ biegunowy moment
bezwladno$ci mozna wyznaczy¢ jako sume¢ momentow osiowych:

I, = J.pZdA = J.(xz +y2)dA =I +1, (2.6)
A A

Momenty bezwladnosci 7., 1, 1 I zawsze sa dodatnie, a ich wymiarem jest cm?
lub m4.

W obliczeniach wytrzymatosciowych do$¢ czgsto przydatne sg promienie bez-
wiadnosci iy, i, 11, ktore wyznaczane sg wedlug wzorow (2.7):

v
I
P L L i1 @2.7)
4 7 VN4 A

Promieniem bezwtadnosci i pola 4 figury ptaskiej wzgledem osi lub bieguna na-
zywana jest odlegtos¢, w ktorej umieszczona catkowita powierzchnia 4, daje moment
bezwtadnos$ci wzgledem tej prostej lub tego bieguna rowny momentowi samej figury.
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Wzory (2.7) po przeksztatceniu ze wzgledu na 7, 1, i [, mozna zapisa¢ w postaci:
I=i;-A; 1,=i}-A; I,=i-A (2.8)
Podstawiajac do wzoru (2.6) odpowiednie wyrazenia (2.8) uzyskuje sig¢:
iy A=il-A+i}-A (2.9)
Po podzieleniu stronami przez A ostatecznie mozna napisac:
iy =10, +1; (2.10)

Promienie bezwladnos$ci wyrazane sa w jednostkach dlugosci [cm, m].

2.3. MOMENT DEWIACJI LUB MOMENT ODSRODKOWY

Moment dewiacji lub moment od$rodkowy ny pola A4 figury ptaskiej wzgledem
osi x, y okre$lany jest za pomocg wzoru (2.11), przy wykorzystaniu rysunku 2.3.

D, = J.xydA @.11)
A

gdzie: ny — moment dewiacji lub moment od§rodkowy wzgledem uktadu osixiy; x, y
— wspolrzedne elementarnego pola dA.

Wymiarem momentu dewiacji lub momentu odérodkowego jest [cm*, m#]. Mo-
ment ten moze przyjmowac wartosci dodatnie, ujemne lub zero.

Osie uktadu, wzgledem ktérych wyznaczany moment dewiacji lub moment od-
srodkowy jest rowny zero, nazywane sg gtdwnymi osiami bezwtadnosci. Momenty
bezwtadnos$ci wzgledem tych osi nazywane sg gldwnymi momentami bezwtadnosci.

Jezeli gtéwne osie bezwladnosci przechodzg przez srodek cigzkos$ci figury pta-
skiej, to nazywamy je gtdéwnymi centralnymi osiami bezwtadnosci.

Jezeli figura ptaska zostanie podzielona na kilka czesci to obliczane momenty
bezwladnosci lub moment dewiacji catej figury wzgledem danych osi, beda réwne od-
powiednio sumie momentow bezwladnosci lub momentéw dewiacji poszczegdlnych
czescei figury wzgledem tych osi. Korzystajac z rysunku 2.2, podana definicja na mo-
ment bezwladnosci /y, /, oraz na moment dewiacji D,,, pola figury plaskiej ABCDEF
moze by¢ zapisana w formule matematycznej (2.12).

I = Z}I co1 = Z}Iyl ; D, = ;Dxm (2.12)

gdzie: n = 3, liczba cze¢sci na jaka podzielono catg figure ptaska.
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2.4. MOMENTY BEZWELADNOSCI I MOMENT DEWIACJI
WZGLEDEM OSI ROWNOLEGLYCH
DO OSI CENTRALNYCH

Jezeli osie x, y s3 odpowiednio rownolegle do centralnych osi x,. i y,. pola figury
ptaskiej 4, to pomigdzy momentami zachodzg zaleznosci, ktore sg okreslane wzorami
Steinera. Zaleznosci te zapisano za pomocg wzorow (2.13) przy wykorzystaniu rysun-
ku2.4.

Yo

/_é/ -

Ye
Pc

X

Rys. 2.4. Dwa uktady wspotrzednych przesunigte wzgledem siebie o xc i yc

I =1 +y’ A, I =1 +x-A;
=L T y T T (2.13)

]0=Ic+pc2.A" ny:ny.+xc.y¢"A

Zatem wypowiedzenie stowne twierdzenia Steinera brzmi:

Moment bezwladnos$ci figury plaskiej wzgledem osi przesunigtej rownolegle w sto-
sunku do osi centralnej jest rowny momentowi bezwtadno$ci wzglgdem osi centralnej
powigkszonemu o iloczyn kwadratu odlegtosci miedzy osiami i pola powierzchni figu-
ry plaskiej. Moment bezwtadno$ci wzgledem osi centralnej jest najmniejszy w zbiorze
momentow wzgledem osi réwnolegtych do nie;.

Moment dewiacji lub moment od$rodkowy figury ptaskiej wzgledem osi prze-
sunigtych rownolegle w stosunku do osi centralnych jest rowny momentowi dewiacji
wzgledem osi centralnych powigkszonemu (lub pomniejszonemu) o iloczyn obydwu
odlegltosci miedzy osiami i pola powierzchni figury ptaskiej.
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2.5. MOMENT BEZWELADNOSCI I MOMENT DEWIACJI
WZGLEDEM OSI OBROCONYCH

Rozpatrzono dowolng figure plaska, ktérej pole powierzchni wynosi A4,
wraz z ukfadem osi centralnych x,., y,. oraz ukladem obroéconym x;., y;. w stosunku
do centralnego o kat a. Figura ta przedstawiona jest na rysunku 2.5.

Ye

Rys. 2.5. Dwa uktady wspotrzednych obrocone wzgledem siebie o kat o

Wspoétrzedne x, iy, elementarnego pola dA w ukfadzie obroconym o kat a wzgle-
dem poczatku uktadu x_ y_oblicza si¢ wedlug wzorow (2.14).

X,=Xx,cosa+y, -sina

. 2.14
Ve =Y.rcosa—x, -sina @19

Momenty bezwtadnosci w obroconym uktadzie wspotrzednych x, y, wyznacza
si¢ wedtug wzorow:
Moment bezwtadnosci 7.

2
1, :fyfch :f(ycocosoc —-X, -sina)dA
A A
1, =cos’ ocfyfdA+sin2 ocfxfdA— 25ina. - cosa fxcych (2.15)
A A A
I, =1, cos’a +1, -sin’ o 2D, , -sino-cos o

Moment bezwtadnosci /,,;:

I, = [xidd= (xc-cosa+yc-sina)2dA
i Afl Af

1, =cos’ ocfxf dA+ sin’ ocfyfdAJr 2sina, -cosafxcych (2.16)
A A A

- 2 2 .
I, =1, -sino+l, -cos"a+2D, -sina-coso

21
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Moment dewiacji D, PRI

Dwu =f(xc :cosoL + Yy, sin(x)-(yc :COSOL — X, -sinoc)dA
A

XicVle

:fCY -y -cos’ oL —Xx’ Sina. - cosa. + y* - sinoLcosoL —
c c c c
A
-y X -sinza)a’A
c c

2 . 5
D, , =cos’a X,y ,dA - sino. cos (xfxc dA +
4 !

+sina - cosocfyfdA —sin*o [x,y,dA
A A

=D cos” o, — I, -sinacosa +1 -sino. coso —

XieVle

_DX"

22
,, sin"a

D, =(IX -1, )sina -coso.+ D, (coszoc —sinza) (2.17)

Po uwzglednieniu znanych zaleznosci trygonometrycznych:
2sinacosa =sin2a  oraz cos’ o —sin’ a = cos2a

Wzory (2.15), (2.16), (2.17) przyjmujg postac:

I, =1 -cos’a+I, -sin"a-D, -sina (2.18)

I, =1 -sin"a+I -cos’a+D,, -sina (2.19)
1 .

- :E(I"‘ -1, )sm 2a+D, , cos2a (2.20)

Nalezy teraz okresli¢ takie poloZenie osi x;,, y;. uktadu wspotrzednych, wzgle-
dem ktorego moment dewiacji D, eV 0. Osie takie nazywa si¢ gldownymi central-
nymi osiami bezwtadnosci pola przekroju i oznacza si¢ x;.~1, y;.=2. Odpowiednio
momenty bezwladnosci obliczane wedtug tych osi /; oraz I, przyjmuja wartosci eks-
tremalne (/; =max, /, = min) nazywane s3 glownymi centralnymi momentami bez-
wiadnosci.

Kata =a, okreslajacy potozenie osi glownych wyznacza si¢ z zaleznosci (2.20),
wykonujac odpowiednie dziatania:

1

E([x‘ ~1, )sin2a, + D, , cos2a,=0 (221)

%(]x‘ —]},‘)Sinzoto =-D,, cos2a,

%(ka ~1.)igar, =D,

I -1 (2.22)
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Kata=a, jest katem zawartym pomiedzy osia x a osig gtdéwna uktadu wspotrzednych.
Jezeli obliczona wartos¢ kata o 0 przyjmuje znak dodatni, to miare tego kata odktada sie
od osi x w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Natomiast przy ujemne;j
warto$ci kata o 0 odtozenie jego miary jest zgodne z ruchem wskazowek zegara.
Wartos¢ gtéwnych centralnych momentow bezwtadnosci oblicza sie, podstawia-
jac do wzorow (2.18), (2.19), (2.20) wartos¢ katax = 0 okreslang zaleznos$cig (2.22).
Po przeksztatceniach i uwzglednieniu zalezno$ci trygonometrycznych otrzymuje sig:

1 1 2
Lie =1 = Ipax = Z (Ixc + ch) + E\/(IXC_IyC) + 4D9§1c3’1c (2.23)

1 1 2
Loe =l = Inax = 5 (e, + 1) = \/ (L.~1L,)" +4DZ .. (2.24)

Wyznaczanie osi gtoéwnych centralnych, jak rowniez momentéw wzgledem tych
osi znacznie si¢ upraszcza w przypadku tych figur, ktdre maja osie symetrii. Kazda o$
symetrii jest rownoczesnie osig gtowna centralng. Jako przyktad figur ptaskich o osiach
symetrii mozna wymieni¢: kwadrat, trdjkat rownoboczny, koto.

2.6. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 2.1.
Wyznaczy¢ potozenie srodka cigzkosci pola figury ptaskiej przedstawionej na ry-
sunku 2.6. Wymiary na rysunku podano w milimetrach.

Rys. 2.6. Figura ptaska w postaci teownika

Rozwigzanie:

Srodek cigzkosci lezy na osi y, poniewaz jest to o§ symetrii pola figury plaskiej.
Pole powierzchni figury 4; 1 4, na podstawie wymiarow podanych na rysunku wynosi:

23
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A;=13x1=13 cm?
A4,=9x1=9cm?
Przyjmujac uktad wspotrzednych x, y, ktorego o$ pokrywa si¢ z osig symetrii,
a 0§ x przechodzi przez Srodek cigzkosci figury 4,, odpowiednie wspotrzedne figury 4,
i A, Wynosza:
x;=0, y;=-5cm
X =0 s Vo~ 0
Wspotrzedne srodka ciezkosci catej figury wzgledem osi X, y wynosza:
. A,-x,+4,-x, 13-0+9-0 _0

¢ A, + A, 13+9
. Aytd-y, 13:(-5)+9-0 65 _ _295cm
A +A4, 1349 22
Przyktad 2.2.

Wyznaczy¢ potozenie srodka cigzkosci figury ptaskiej sktadajacej si¢ z trzech
czesci, przedstawionej na rysunku 2.7. Wymiary na rysunku podano w milimetrach.

A
y
40 S 40 . 3
I |
|
|
I
Ys 5 40
|
|
Y. JoC | '
Y: —
20 20 _ As
i | 40
Y 0 ! .
Y ' A, Y
A, A
20
Y .
X, X, X. X, X

Rys. 2.7. Figura ptaska ztozona z trzech czgsci

Rozwigzanie:
Pole catkowite figury plaskiej podzielono na n=3 czesci: A, A, A3. Srodek cigz-
kosci pola catkowitego figury plaskiej wyznacza si¢ wedtug wzorow, jak nizej:
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ZA1 "X S ZAi Vi
y i=1 x _ i=1

X=—r=t——" y.=—="—
434 DY)
i=1 i=1

Pole powierzchni poszczegélnych figur: 4;, A, A3 wynosi:
A;/=2 - 2=4cm?
A5,=8 - 4=32 cm?
A3=4 - 3=12 cm?

Wspotrzedne srodkow cigzkosci figur: 4;, 45, A3 wynosza:

x;=3cm, y;=3cm
X;=06cm, y,=6cm
x3=9,5 cm, y3;=8cm

Wspotrzedne srodka cigzkosci calej figury wynosza:
v = A-x+A4,-x+4,-x; 4-3+32-6+12-95 318

: =——=6,625cm
A+ A,A, 48 48
- Ay + A4y, +4,-y, _ 4.3+32-6+12-8 _ 318 — 625¢m
: A+ A+ 4, 48 48
Przyktad 2.3.

Wyznaczy¢ srodek cigzkosci potkola o promieniu R wzgledem osi X, y, przedsta-
wionego na rysunku 2.8.

c
T
0

Rys. 2.8. Potkole o promieniu R

R

Rozwigzanie
Wspotrzedne srodka cigzkosci wzgledem osi x, y wyznacza si¢ wedtug wzordw:

; 1
X =—= == gd21e A=—7R*
T YTy e
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Moment statyczny potkola wzglgdem osi x oblicza si¢ wedlug wzoru:
S, = [ yaa

A
gdzie elementarne pole d4 = rdpdr, wspotrzedna y = r - sing.

Zatem wyrazenie na moment statyczny S, po wczesniejszym okresleniu obszaru
catkowania zapisano wzorem:

0<p<rm

0<r<R n R #3|R

Sy = f T - sing - rdedr = f sing f r?dr = —cose g - 3
A 0 0 0

X

R 0 R 2
S =(- —(=cos0)-| ——— |=(1+1)-—==ZR’
( COS?Z') ( coSs )|:3 3:| (+) 3 3

Moment statyczny potkola wzgledem osi y przy wyrazeniu wspotrzednej x=r-cosg

WYynosi: n R
Sy = fdi = fr~cos<p ‘rdedr :fcosq)d(p-frzdr
A A 0 0
T 3

R 3
A R N )
3], 3

Zatem obliczone wspotrxzedne x , y, wynoszg:

S, =sing

0

2
S, 0 s, 3% 4r
xC:_:l :O’.yc: = :1 :3_
A 77TR2 A 771'R2 T
2
Przyktad 2.4.

Wyznaczy¢ srodek cigzkosci trojkata prostokatnego przedstawionego na rysunku
2.9, majacego podstaweg OA4 = b i wysoko$¢ OB = h.
a) b)

y A yA
B

y c(x) —\d A

Rys. 2.9. Trojkat prostokatny jako pole figury ptaskiej

YIS LALIISS.
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Rozwigzanie
Na podstawie podobienstwa trojkatow (rys. 2.9 a) dlugos¢ paska elementarnego
pola d4 wynosi:
blh—
()2 . »)
za$ pole elementarne
dA = b(hT—y)dy )

Pole catkowite trojkata wynosi:

bl

1
A=—bh
2
Zatem wyrazenie na moment statyczny trojkata wzgledem osi x zapisano wzorem:

" b(h- b' b’
S, :AfydAzofy-(Ty)d =Zofy(h—y)dy=gof(yﬁ—yz)dy=

ol o v
rl2 " 3) r\2 3
0

2
5 b
TG

W dalszej kolejnosci do obliczenia pozostaje moment statyczny trojkata wzgle-
dem osi y. Na podstawie podobienstwa trojkatow (rys. 2.9 b) dlugos¢ paska elementar-
nego pola d4 wynosi:

h(b—x)
b

za$ jego pole elementarne

Cy=

da= 10— (bb" )

Wyrazenie na moment statyczny trojkata wzgledem osi y zapisano wzorem:

S, = fxda :}x- h(b_ x)dx :%_:fx(b—x)dx = %H‘(xb —xz)dx}

A 0 b

R s TSR T D
bl 2 ], 3],) bl2 3) b 6
2
5 0
6

Ostatecznie wyznaczone wspoOlrzedne x,. 1y, Srodka cigzko$ci trojkata wynosza:

b’h bh®
S, ¢ 2bh 1 S, e 26K 1
:—y:—: :—b; ‘:—x:—: :—h
“TUTThE " emb 3 T T T ehh 3
2 2
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Przyktad 2.5.
Wyznacz moment bezwladnosci wzgledem osi x i y przechodzacych przez boki
prostokata, jak przedstawiono na rysunku 2.10.

y A

dx

dy /]
dA

-
X

b

Rys. 2.10. Prostokat z przylegajacymi bokami bih do osix iy

Rozwigzanie
Pole elementarne d4 = dxdy
Zatem moment bezwladno$ci wzglgdem osi x mozna zapisac:

h b h h
— — o . b = .
IX—'[ysz—_(‘:'!-yzdxdy—'(!-y2 x|0dy !yz bdy
_bK
T3

Podobnie mozna obliczy¢ moment bezwladno$ci wzgledem osi y:
b b

I, =J.x2dA=j-j’.x2dydx=J.x2 -y|zdx=Ix2 -hdx
A 00

0 0

1

_m
T3
Przyktad 2.6.

Wyznacz moment bezwladnosci wzgledem osi centralnych xc i ye, prostokata
przedstawionego na rysunku 2.11.

1
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Ye

dA

dy

dx

Rys. 2.11. Prostokat z osiami przechodzacymi przez $rodek cigzkosci

Rozwigzanie
Pole elementarne prostokata d4 = dxdy
Moment bezwladnosci wzgledem osi xc wynosi:

2b 2t 2h . 2n
2 2 2 2P 2
Ixc=fydA= f fydxdy= fy -xl_lbdy= fy - bdy
A 1, 1 1 2 1
—2P 3t Bk Bk
1, 1h n n n
2 5 — 3 3
j dy=b- y _p. 8 8 _b2w bk
1, 1, 3 24 12
E 2
Postepujac podobnie, wyznaczy¢ mozna moment bezwtadnosci wzgledem osi ye
1
1, 1 5b 1
2h 3P 2 . Pid
Sh
L, = fxsz = f f x2dxdy = j x?-y|?] dx= f x? - hdx
—>h
A 1.1 2 1
-3t b 3, 2
1
2’ 1 b* b3
P O o A -k LT S
ve T EEEERTR LT 3 24 12
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Przyktad 2.7.

Korzystajac z rysunku 2.11 oraz z przyktadu 2.5. wyznacz moment bezwtadno$ci
wzgledem osi centralnych xc i yc, przy stosowaniu twierdzenia Steinera.

W przyktadzie 2.5 wyznaczono momenty bezwladnosci wzgledem osi x i y. Wy-
razenia tych momentoéw zapisane ponizej:

3 T3

postuza do wyznaczenia momentéw bezwladnosci Ix. i Iy, stosujac twierdzenie
Steinera.

Na podstawie twierdzenia Steinera zapisano:

2 3 2 3 3 3
I =[X—A(ﬁj b B _bh bh_ bh
: 2) "3 4 3 4 12

2 3 2 3 3 3
[ o1 A l) Ay, b _hb kb kb
S 3 43 4 12

gdzie: Ix, Iy — wyniki z przyktadu 2.5, 4 — pole powierzchni prostokata o bokach a, b.
Jednakowe wyniki koncowe dowodza, ze typ zadan z przyktadu 2.6, moze by¢ tak-
7e rozwigzany za pomocg metody twierdzenia Steinera zastosowanej w przyktadzie 2.7.

Przyktad 2.8.
Wyznacz moment bezwtadnosci wzgledem osi x i y przechodzacych przez
punkt C, przekroju kotowego przedstawionego na rysunku 2.12.

a) b)
Y Yi
C(X)
/"\ dy '\ﬁi
/ A Cy)
dA y N
Gt - c HH -
R X R / X
o
dx

X
Rys. 2.12. Przekroj kotowy z osiami przechodzacymi przez $rodek cigzkosci

Rozwigzanie
Na podstawie rysunku 2.12 a) mozna napisa¢ zaleznos¢ na dtugos¢ paska elemen-
tarnego C):

1 W =VR =y, wige C(x):21/R2—y2

2



2. Momenty geometryczne figur ptaskich

Natomiast na podstawie rysunku 2.12 b) zaleznos$¢ na dlugos¢ paska elementar-
nego C:

W przypadku rysunku 2.12 a) elementarne pole d4 wynosi:
dA=C,-dy= 2R —y*dy
Natomiast elementarne pole d4 wedtug rysunku 2.12 b) wynosi:

dA=C,-dx=2VR* —x"dx

W dalszej kolejnosci zapisano wyrazenia na moment bezwtadnosci wzgledem osi
xiy:

I _jysz fy 2R =y dy
I, :Ixszz Ixz 2VR* —x"dx
A -R

Z ostatniego zapisu wynika, ze momenty bezwladnosci Ix i Iy sg sobie rowne,
gdyz okreslone sg jednakowymi zalezno$ciami.

Latwiejsze bedzie wykonanie obliczen momentu bezwtadnosci, jezeli zamiast
zmiennych x 1 y, zostanie przyj¢ta zmienna w postaci «.

W takim przypadku dokonany zapis przyjmuje postac:
y=R-sina, dy=Rcosa-da

Coy=2R* (R sina) = 2R = R -sin* a = 2 R*(1 - sin’ )

C=2Rcosa

Zapis na elementarne pole d4 ma postac:
dA=C, -dy=2R-cosa-Rcosada = 2R’ cos’ ada

Wyrazenie na moment bezwladnosci wzgledem osi x po przyjeciu granic catko-
wania o, :—% do a,=—
przyjmie postaé:

k4 k4

I, —Iysz J.R sina) -2R’ cos’ ada = J-ZR sin’ a-cos’ da

T

2 2

z
2

1 . 1 . 1
sin’ a-cos’ ada = 2R* ‘—Zsma-cos3a+§smacosa+§a

%
*%
ZR{ SENYE 0+— I 0+é gj—(l-z-()—i-fﬂ

4 8§ 2

4
2
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16 16 4
Jezeli przyjete zostanie zatozenie, zZe:
rR=14
2

4
1, =2R4(%+1J Y S

(d — $rednia przekroju kotowego na rysunku 2.12), to moment bezwtadnosci ostatecz-
nie mozna zapisa¢ wzorem:

dj4 d

7w = P
;o] - (2 e _m’
x ¥

4 4 o4

Momenty bezwladnosci / = I sa centralnymi momentami bezwladnosci, gdyz
osie x i y s3 osiami centralnymi przechodzacymi przez $rodek ciezkosci C przekroju
kotowego.

Przyktad 2.9.
Wyznaczy¢ gtéwne centralne momenty bezwitadnosci dla przekroju elipsy maja-
cejosieaib.

L0 dy

X

a

Rys. 2.13. Przekroj elipsy o osiach a i b

Rozwiazanie
Najpierw oblicza si¢ moment bezwtadnos$ci ¢wiartki elipsy wzgledem osi x:

I' = JyZdA
A

gdzie: A jest polem ¢wiartki elipsy, a d4 jej elementarnym polem.
Elementarne pole ¢wiartki elipsy d4 = x - dy.
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Z rownania elipsy:

x2 y2
? + bT = 1
wyznaczona dtugo$¢ x elementarnego pola d4 wynosi:

a [;2 2
X=—4b" -

b y
i wstawiona do wzoru na moment bezwtadnosci ¢wiartki elipsy wzgledem osi x daje

wyrazenie:

I.=[yda={yxdy=[y -%\/bz -y dy=%jy2\/b2 ~y'dy
A A A o

Jezeli za y podstawi si¢:
y=b-sinz, to dy=b-cosz-dz
= :
I, =Z_‘-b2 -sin’ z-\Jb> —b’ -sin’ z -b-cos zdz = ab3_‘-sin2 z-cos’ zdz

o

Obliczenia caltki prowadza do dalszego zapisu:

33 33 . N
I'Y:ﬂj‘sinﬁzdz:ﬂf—l COS4Zdz:ﬂ Z_sindz
’ 4 - 4 - 2 4 \2 8 )
3
],:ﬁab
A 1)

Mozna juz wyznaczy¢ gtdéwny centralny moment bezwtadnosci dla catej elipsy
wzgledem osi x 1 y:

1, :4-1’X=l-7zab3
’ 4

, 1
I, =4~I},:Z~7ra3b
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3. ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE
PRETOW PROSTYCH

3.1. ZALOZENIA. PODSTAWOWE ZALEZNOSCI

Rozcigganie osiowe lub Sciskanie wystepuje w tych pretach, w ktorych wypad-
kowa sil wewnetrznych lezy w osi preta. Podczas osiowego rozciggania i $ciskania
w przekrojach poprzecznych preta wystepujg tylko naprezenia normalne. Majac na
uwadze zasade de Saint-Venanta przyjmuje si¢, ze w obliczanych przekrojach po-
przecznych preta, niezaleznie od sposobu obciagzenia, naprgzenia normalne rozktadaja
si¢ rownomiernie. Przyktad preta obcigzonego sila rozciggajacg N i rownomiernym
rozktadem naprezen o, przedstawiono na rysunku 3.1.

Rys.3.1. Pret prosty o statym przekroju 4: a) rozciaganie sita wypadkowa o, b) jednorodny rozktad na-
prezen na przekroju poprzecznym A

Przy takim obigzeniu preta jak na rysunku 3.1, wewnetrzng site wzdhuzng N moz-
na obliczy¢ przez sumowanie elementarnych sit wewngtrznych wystepujacych na po-
wierzchni 4, stosujgc wzor:

N=[oc,di=c,[d1=c, 4 (3.1)
A A

W celu obli¢zenia naprezen w przekroju preta rozcigganego, zaktada si¢ jedno-
rodny rozktad naprezen o, = const, staly przekrdj 4 na dtugo$ci preta oraz jednorodng
struktur¢ materiatu. Przy tak poczynionym zatozeniu warto$¢ naprgzenia 6, mozna ob-
liczy¢ ze wzoru:



3. Rozciaganie lub $ciskanie pretow prostych

"4 (3.2)

Odcinek preta o dtugosci L 1 sztywno$ci rozciggania £-4, w ktorym dziata sila
wzdtuzna N wydtuza si¢ o warto$¢ AL wyznaczong wedlug wzoru:
aL=NL (3.3)
E-4
Do obliczen wytrzymatos$ci i przemieszczenia przekroju preta nalezy znaé roz-
ktad sit wzdtuznych N. Warto$¢ sity wzdhuznej w dowolnym przekroju poprzecznym
jest rowna sumie algebraicznej rzutdéw na o$ preta wszystkich sil zewnetrznych, przy-
lozonych po jednej stronie rozpatrywanego przekroju. Wartos¢ takiej sity oblicza si¢
wedlug wzoru:

N=S'F G4
i=1

W przypadku, gdy przekrdj poprzeczny preta zmienia sig, to zmiang dhugosci pre-
ta oblicza si¢ przez sumowanie algebraiczne zmiany dtugosci poszczegdlnych jego od-
cinkow, dla ktorych pole przekroju A=const i sita wzdtuzna N=const. Zmian¢ dlugosci
preta wyznacza si¢ wedtug wzoru:

i-n ]V, _Li
AL :Z—E — (3.5)

Z przedstawionymi obliczeniami naprezen wedtug wzoru (3.21) wigze si¢ waru-
nekj wytrzymato$ciowy wyrazony wzorem:

max

N
Cpu =255 0, (3.6)

gdzie: N, _jest maksymalng sitg wewngtrzng w precie.
Naprezenia dopuszczalne 6, ustalane s3 w odniesieniu do granicy plastycznosci
R, lub tez do wytrzymatosci doraznej R dla rozciagania lub $ciskania.
’ Zapis naprezen dopuszczalnych przedstawia si¢ jako:

& m

ub o,, = Ry

& m

O-dop =

gdzie: o ia  sg wspotczynnikami bezpieczenstwa odniesionymi do granicy plastycz-
nosci badz wytrzymatosci doraznej. W tablicach wytrzymatosciowych naprezenia do-
puszczalne przy rozcigganiu zazwyczaj oznaczane s3 jako k , a przy Sciskaniu k .

3.2. UKLADY PRETOWE STATYCZNIE WYZNACZALNE
INIEWYZNACZALNE

Przy rozwigzywaniu zagadnien statycznie wyznaczalnych, warto$¢ sit wewnetrz-
nych w pretach lub reakcji podpér wyznacza si¢ z ogolnych réwnan réwnowagi ciata
sztywnego. W przypadku, gdy liczba rownan rownowagi nie wystarcza do wyznaczenia
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nieznanych sil, zagadnienie nazywa si¢ statycznie niewyznaczalnym. Wowczas wy-
korzystuje si¢ dodatkowe zwiazki wynikajace z warunkéw zgodnosci odksztatcen
z wigzami natozonymi na uktad. Warunki zgodno$ci (nazywane takze rownaniami
geometrycznymi) i rownania rownowagi taczy si¢ nastgpnie za pomocg fizycznych,
uzalezniajacych sity i przemieszczenia.

Przyktadem uktadu statycznie wyznaczalnego moze by¢ zespot dwoch pretow pota-
czonych w punkcie C i umocowanych w punkcie 4 i B, przedstawionych na rysunku 3.2.

A 1

F
*C

B
\2
Rys. 3.2. Uktad pretowy statycznie wyznaczalny

Miegjsce umocowania w punktach A i B jest przegubowe, jak réwniez potaczenie
w punkcie C wykonano za pomocg przegubu. Przyjeto, ze dtugos¢ preta 1 wynosi L,
przekrdj poprzeczny 4, i modut Younga E,. I odpowiednio pret 2 ma dtugos¢ L, prze-
kroj poprzeczny 4,, modut Younga E,. Pomigdzy pretami 11 2 wystepuje kat a.

Sita F przytozona w punkcie C powoduje wydtuzenie preta 1 o wartos¢ AL, i skro-
cenie preta 2 o warto$¢ AL, Punkt C obnizy si¢ do potozenia C ’, jak przedstawiono na
rysunku 3.3.

A A 1

Rys. 3.3. Odksztatcenie pretéw 11 2 powodujace obnizenie punktu C

Zakladajac, ze wydluzenia AL, 1AL, s3 mate w poréwnaniu do dlugosci pre-
tow, przyjmuje sie, ze potozenie osi pretow przed odksztalceniem i po odksztatceniu
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okreslone jest tym samym katem o = .. Z zatozenia tego korzysta si¢ ustalajac warun-
ki rownowagi sit dla uktadu w stanie odksztatconym. Uktad dziatajacych sit przedsta-
wiono na rysunku 3.4.

>y

Rys. 3.4. Sity dziatajace na uktad pretowy

Na rysunku 3.4 przedstawiono wszystkie sily dziatajace na uktad pretowy. Sita
czynna F oraz sily bieme N, 1 N,. Zwroty wektorow sit N, i N, zaznaczono zgodnie
z zasadg: jezeli pret jest rozciggany to zwrot wektora sity wewnetrznej jest skierowany
od wezta, natomiast jezeli pret jest Sciskany to wektor sity wewnetrznej jest skierowany
do wezla.

W przypadku uktadu pretowego na rysunku 3.2, pret 1 jest rozciggany, a pret 2
Sciskany. Stad tez wektory sit wewngtrznych N, i N, przedstawione na rysunku 3.4 majg
zwroty wynikajace z podanej wyzej zasady.

Korzystajac z rysunku 3.4 rownania rownowagi mozna zapisac:

> F,=N,-N,-cosa=0

D> F,=F—N,-sina=0
Wyznaczone warto$ci sit N, i N,bedg rowne:
F
sina
Natomiast napr¢zenia w przekrojach poprzecznych pretow 1 1 2 wyznacza si¢
wedlug wzoréw:

N, = N,=F-ctga

Wydluzenie AL preta 1 i skrocenie AL2 preta 2 wyznacza si¢ z zaleznosci:
1
1:N].Ll; ALZ:NZ’LZ
E -4 E,- 4,
Przemieszczenie punktu C w potozenie C ' wyznacza si¢ w oparciu o pomocniczy
rysunku 3.5.
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Rys. 3.5. Konstrukcja geometryczna przemieszczenia punktu C

Korzystajac z rysunku 3.5 przemieszczenie punktu C moze by¢ wyznaczone we-

dtug wzoru:

CC'= A + A
gdzie:
Mx=A4L,, Ay=AL -sina +(AL2 + AL, -cosa)ctga

Z wydluzeniem preta 1 o AL, wigza si¢ naprezenia rozciggajgce, natomiast
ze skroceniem preta 2 o AL, naprezenia Sciskajgce.

W dalszym ciagu podany bedzie przyktad uktadu statycznie niewyznaczalne-
go. Oto sztywna belka 4B zawieszona na dwoch przegubowo zamocowanych pretach
1 podparta przegubowo w punkcie 4, przedstawiona jest na rysunku 3.6.

L~ a=60°

F

\J

Rys. 3.6. Belka AB zawieszona na pretach 1 i 2 jako uktad statycznie niewyznaczalny

Dane sa moduty Younga pretow E, i E,, dtugosci L, i L, oraz pola przekrojow 4,
14, Wyznaczane bgdg tu napr¢zenia w pretach 11 2. Uktad z rysunku 3.6 po uwolnieniu
od wiezow moze by¢ zastapiony nowym ukladem, jak na rysunku 3.7.
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Rys. 3.7. Belka AB po uwolnieniu od wigzoéw

Na belk¢ AB dziatajg cztery niewiadome sity. Dwie z nich sa sktadowymi reakcji
przegubu 4 i dwie w pretach. Pret, zaréwno 1 jak i 2 jest rozciggany, wigc zwroty wek-
toréw sit N i N, skierowane sg od wezta w punkcie D i B. Korzystajgc z rysunku 3.7
mozna napisa¢ rownania rownowagi belki AB:

ZFI.X =R +N,-cosa=0
>.F,=R +N,—F+N,-sina=0

DM, ==N,-a+F-2a—N,-sina-2a=0

Roéwnan jest 3, a niewiadomych 4. Uktad jest zatem jednokrotnie statycznie nie-
wyznaczalny. Do wyznaczenia napr¢zen w pretach potrzebna jest znajomos¢ sit N, i N,
Nie bedg tu wyznaczane reakcje w przegubie A. Takie zatozenie pozwoli na rozwigza-
nie zadania, obliczajgc sity N, i NV,, a nastgpnie naprezenia 0,10,

W celu wyznaczenia wydtuzenia pretow narysowano schemat odksztatcen uktadu
przedstawiony na rysunku 3.8.

Rys. 3.8. Schemat odksztatcenia belki AB i uktadu pretowego

Na podstawie rysunku 3.8 napisano warunek geometryczny:
DD' BB AL AL
—_— = i —=—
, a 2a a 2a-sina
gdzie: AL, 1AL, sq wydtuzeniami pretow 11 2.
Na rysunku 3.8 przedstawiajagcym schemat odksztatcenia przyjeto uproszczenia,
zaktadajac, ze punkty belki przemieszczaja si¢ po prostych prostopadtych do osi belki

oraz ze osie pretow przed i po odksztatceniu sg do siebie rownolegte.
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Mozna zatem napisa¢ wyrazenia na wydluzenia prgtow korzystajac z prawa
Hooke’a:
=N1'Ll. ALzNz'Lz
E-A4' * E, -4,
Patrzac na rysunek 3.6 i 3.7, mozna napisa¢ rownanie rownowagi dla belki 4B,
ktére ma postac:

1

ZMZ'(A):—Nl-a+2F-a—2N2-asina=0

W réwnaniach powyzszych N, i N, sg wielkosciami niewiadomymi. Wyznaczenie
tych niewiadomych odbedzie si¢ przez rozwigzanie uktadu rownan ztozonego z rowna-
nia rownowagi i z warunku geometrycznego. Uktad taki przyjmuje postac:

—N,-a+2F-a-2N,-asina=0
N, -L _ N, L,
a-E-A 2a-sina-E, A,

Z ukfadu tego bedg wyznaczone wyrazenia opisujgce sity N, i N,. W dalszej kolej-
no$ci mozna wyznaczy¢ naprezenia w pretach 11 2, stosujac wzory:

NI Nz
0'127,' O'ZZZ
1

Przypadki statycznie niewyznaczalne spotyka si¢ czesto w zastosowaniach tech-
nicznych, na przyktad podczas montazu elementow konstrukcyjnych w jeden zespot.
Niech bedzie dany uktad pretowy przedstawiony na rysunku 3.9.

A RN
1 2
/ /
a 3a

p
7 5
o
A e
7
7 A B
A

Rys. 3.9. Uklad pretowy z réznica dtugosci pretow

Dtugo$é preta 1 jest o & mniejsza od dtugosci preta 2. Podczas montazu tego ukta-
du, pret 1 wydtuzy si¢ o AL,. Wydtuzeniom tym odpowiadajg sity wewngtrzne i napre-
zenia w pretach, zwane naprezeniami montazowymi.

Uktad pretowy z rysunku 3.9 po uwolnieniu od wigzow przedstawiono na rysunku
3.10.
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RAy N1 N2

Rys. 3.10. Pret AB z sitami wewngtrznymi N, i N,
W celu obliczenia napr¢zen montazowych najpierw nalezy obliczy¢ sily we-
wngtrzne N, i N,, do czego bedzie potrzebne rownanie rownowagi belki 45:
> Mi,==-N,-a+N,-4a=0

Do wyznaczenia sit N, i N, potrzebne jest drugie rownanie, ktore bedzie utozone
w oparciu o warunek geometryczny, przy wykorzystaniu rysunku 3.11.

AL,

Rys. 3.11. Wydhuzenie preta 1 o AL, i skrocenie preta 2 o AL,

Na podstawie odksztatcen pretow 1 i 2 na rysunku 3.11, mozna napisa¢ rOwnanie:

-AL_ AL
a 4a
Wydtuzenia AL, i AL, na podstawie prawa Hooke’a zapisano w postaci:
N,-L N,-L
= [ B AL, = 2
E] 'Al E2A2

W oparciu o rownanie fizyczne na AL, i AL, oraz rbwnanie rownowagi belki 4B,
wyznacza si¢ sity N, i N, a nastgpnie naprezenia montazowe 0,10,

3.3. ENERGIA ODKSZTALCENIA PRZY ROZCIAGANIU

Podczas obcigzania preta sita rozciagajaca wykonywana jest pewna praca, zuzy-
wana na zmian¢ odlegtosci miedzy atomami materialu preta, ktora zwigzana jest ze
zmiang energii potencjalnej jego czastek. Energia ta nazywana jest energig odksztalce-
nia 1 jest ona zwracana w procesie odcigzania.

W energetycznym ujgciu, ciatem idealnie sprezystym jest takie ciato, w ktorym
praca zwrocona w procesie odcigzania jest rowna pracy wtozonej przy obcigzaniu. Jesli
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praca zwrocona jest mniejsza niz wlozona, to cialo takie jest czesciowo sprezyste. Roz-
nica miedzy tymi pracami zostaje zuzyta na nieodwracalne zmiany w materiale, bedace
trwalym jego odksztatceniem. Analiza energii odksztalcenia moze by¢ przeprowadzona
na przyktadzie rozciggania preta pryzmatycznego, przedstawionego na rysunku 3.12.

. stan pocz atkowy
Fp=0
Mo .. _ ————
- stan posredni
0<F,<F
p
%——————-—-—-—-—-——-—1-
Up = (Al)g
— =z
) stan koncowy
Fo=F
e Attt el e
l Up:dl

Rys. 3.12. Praca obcigzenia przy precie rozcigganym

W analizie zatozono, ze proces obcigzania przebiega bardzo powoli, czyli za-
chodzi powolny wzrost sity Fp od zera do koncowej wartosci Fp = F. Mozna uznac,
ze w tym powolnym quasi-statycznym procesie, predkosci czastek ciata sa bardzo
mate, a ich energia kinetyczna takze jest pomijalnie mata. Przemieszczenie chwilowe
u, swobodnego konca preta jest rowne wydtuzeniu (Al)p preta przy statycznym dzia-
taniu sity F. Zgodnie z prawem Hooke’a w przypadku prostego rozciggania mozna
napisac zaleznos$¢:

u, = (4D, = %l (3.7)
gdzie: [ — dlugo$¢ preta, £ — modut Younga, 4 — pole przekroju poprzecznego preta.

Site Fp mozna zapisa¢ zalezno$cia:

F =f (up) (3.8)

Zalezno$¢ ta zostala przedstawiona graficznie na rysunku 3.13.
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dF,

u=al

Rys. 3.13. Obraz sity Fow funkcji przemieszczenia u,

Nastepnie bedzie obliczona praca, jaka wykona sita Fow catym procesie obcigza-
nia. Wzrostowi sity z wartosci F do F o+ de odpowiada przyrost przemieszczenia dup,
a elementarng prace¢ dL sity FP zapisano:

dL=F,-du, (3.9)

Praca ta jest réwna wartosci pola zakreskowanego na rysunku 3.13. Catkowita
praca L jest rowna sumie takich elementarnych prac, czyli polu powierzchni trojkata
OCB 1 moze by¢ zapisana jako:

L:iF-ule-Al (3.10)
2 2
gdzie: F'1 Al oznaczaja koncowe wartosci sity i wydhuzenia.

Jezeli sita F bedzie wyrazona w niutonach (N), a wydtuzenie w metrach (m), to
praca otrzyma miano dzula (1 Nm =1 J).

Przy poczynionym zatozeniu, Ze rozcigganie jest procesem quasi-statycznym,
mozna powiedzie¢, ze praca zamienia si¢ caltkowicie na energi¢ potencjalng U, ktorg
mozna zapisa¢ za pomocg wWzoru:

U:LzéF-Al (3.11)
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Korzystajac ze wzoru (3.10) energia potencjalna U moze by¢ wyrazona:
U= F?-1
2E- A4
Jak wida¢ z zapisu wzoru (3.19) energia potencjalna jest kwadratowa funkcja sity
F, a zatem nie zalezy od jej znaku (rozcigganie lub $ciskanie preta) i jest zawsze dodat-
nia, gdy tylko ' # 0. Nalezy zauwazy¢, Ze nieliniowo$¢ zalezno$ci energii potencjalnej
od sity (U,,) sprawia, iz energia odksztatcenia nie podlega zasadzie superpozycji. Ina-
czej moéwigc, energia potencjalna U przy jednoczesnym rozcigganiu preta przez dwie
sity F', i F', nie bedzie rowna sumie energii U, i U, odpowiadajgcych oddzielnemu dzia-
faniu tych sil. Od tego stwierdzenia istnieja wyjatki, ktére wymagaja jednak oddzielne-
g0 szczegotowego uzasadnienia.
Podczas rozciggania preta pryzmatycznego w kazdej jego czes$ci wystepuja jed-
nakowe warunki, wobec czego w jednostce objetosci ilo$¢ energii U’ bedzie wyrazona
wzorem:

(3.12)

, U
U _A_-l (3.13)

Wielko$¢ U’ jest nazywana wlasciwg energig odksztatcenia i jest ona miarg po-
ziomu energetycznego jednostki objetosci materiatu. Wykorzystujgc wzor na energic
potencjalng U mozna zapisac: , , ,

U (3.14)
2EA’-1 2EA’ 2E

Podobnie mozna okresli¢ inng wielkos¢ U”, nazywang miarg poziomu energe-
tycznego jednostki masy materiatu przy rozcigganiu. Wielko$¢ U” zapisano wzorem:

2 2
gr=—tL _ . _yl (3.15)
2EA”-l-p 2EA -p P
gdzie: p jest masg wtasciwa materiatlu preta.

Wielkosci U’ 1 U” moga by¢ stosowane, miedzy innymi do oceny materiatu
ze wzgledu na mozliwosci akumulowania energii, w przypadku podstawienia za o war-
todci granicy sprezystosci.

W dalszej kolejnosci bedzie przedstawiona analiza preta przy jego odcigzaniu.
Patrzac na rysunek 3.13, zauwaza si¢, ze poczatkowi procesu odcigzania odpowiada
punkt B, a koncowi punkt O. W przypadku materiatu spr¢zystego jest to ta sama prosta
BO. Swiadczy to o tym, ze ilo§¢ pracy oddana na zewnatrz przy odcigzaniu jest row-
na pracy wlozonej podczas obcigzania, jak rowniez o tym, ze w zakresie sprezystym
materiatu przemiany energetyczne sg catkowicie odwracalne. Nie sg tu uwzgledniane
dodatkowe efekty wymiany ciepla z otoczeniem, ktore sg bardzo mate.

!
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3.4. STAN NAPIECIA I ODKSZTALCENIA
PRZY ROZCIAGANIU

W precie rozcigganym panuje okreslony stan napigcia i odksztalcenia. Doktad-
niejsza jego analiza bedzie przeprowadzona na uko$nym przekroju AA preta przedsta-

wionego na rysunku 3.14. /
A

I
I
I
i - —
I
I

 ml— Vi ™
re—o| 7/ —
7/ =
I
[ S —
- /!
e T
— / /
T B A c@
czest | czesc ||

Rys. 3.14. Naprezenia w uko$nym przekroju preta rozciaganego

W tym celu wyznaczy si¢ najpierw napr¢zenia w ukosnym przekroju A — A preta.
Potozenie tego przekroju w badanej czesci 1 zostato okreslone katem «, zawartym po-
miegdzy osig x preta, a normalng n zewngtrzng dla czgsci I. Wypadkowe naprezenia o,
s3 rozlozone réwnomiernie, co przedstawiono na rysunku 3.15.

BE =N

c B czesc | A o,

Rys. 3.15. Wypadkowa naprezenia W

Naprezenia o, powinny by¢ réwnolegte do osi x, jest to bowiem niezbgdne
do spetnienia warunku rownowagi badanej czgsci I. Wypadkowa naprezen o, 0znaczo-
ng literg ¥ zapisano zalezno$cia:

o, A
cosa

W=0o,A4,= (3.16)

gdzie: 4 jest polem przekroju A — A.
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Z warunkéw rownowagi czgsci | wynika, ze:
W-F=0
oraz uwzgledniajac, ze:
o= r jest naprezeniem w przekroju poprzecznym B,
A
mozna napisac:
F-cosa
c,=——
A
Naprezenie wypadkowe 0, moze by¢ roztozone na normalne o oraz styczne 7.
Rozktad tych naprezen przedstawiono na rysunku 3.16.

=0-cosa (3.17)

Rys. 3.16. NapreZenie normalne s i styczne ¢, na przekroju uko$nym A - A

Rozktadajac naprezenie wypadkowe na normalne i styczne otrzymuje sie:
_ _ 2
0,=0,-COS0L=0-C0S" & (3.18)
T,=0,-sina=0-sina-cosa (3.19)

Wzory (3.18) 1 (3.19) odnosza si¢ do rozciggania. Te same wzory beda stosowane
w przypadku Sciskania, z tg r6znicg, ze wielkosci 0 17, beda miaty zwroty przeciwne
anizeli na rysunku 3.16. W celu orientacji w znakach warto zauwazy¢, ze naprgzenie
normalne o jest dodatnie, gdy dziata na zewngtrz rozpatrywanej czgsci 1. Naprezenie
styczne 7_jest dodatnie, gdy dokonuje obrotu rozpatrywanej czgsci zgodnego z ruchem
wskazdéwek zegara.

Przedstawione na rysunku 3.14 przecigcie A — A jest jednokrotne. Mozna jednak
w tym samym precie dokonac kilka przekrojow. Moga to by¢ na przyktad cztery prze-
kroje: A—B,B-C, C—-D, D - A, ktore odpowiadajg katom

T 3
a,=a,a,=a+|—|,a,=a+r,a,=a+—r
1 2 2 3 4 2

W wyniku tych przekrojow uzyska si¢ kostke materiatu w postaci elementarnego
prostopadto$cianu, co zostalo przedstawione na rysunku 3.17.
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oy = d+311/2

Rys. 3.17. Wycigeta kostka prostopadloscienna

Korzystajac z wzorow (3.18) 1 (3.19), podstawiajac kolejno

1 3 . .y
o, =0,0,=0+—7T,0;,=0+T,0,=0+—7T mozna napisac:
2 2

c,=0,, =0-cos’a (3.20)
c =0 , =o-sin"a (3.21)
@t ariw

Naprezenia styczne na prostopadlych do siebie Sciankach maja jednakowe bez-
wzgledne wartosci:

T,=-7 ,=71, =-T , =0-Sina-cosa (3.22)
a+5 a+57r

Dobry ilustracja wzorow (3.20), (3.21), (3.22) jest graficzne przedstawienie wek-

torow naprezen normalnych i stycznych na wycigtej elementarnej kostce prostopadto-
sciennej przedstawionej na rysunku 3.18.
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Rys. 3.18. Naprezenia normalne i styczne na $ciankach elementarnej kostki prostopadtoscienne;j

Naprezenia styczne zapisane za pomocg wzoru (3.22) wyrazajg zasadg o rowno-
warto$ci naprezen stycznych.

Sens fizyczny rozwazan zasady rOwnowartosci naprezen stycznych, mozna dodat-
kowo objasni¢ przez analogi¢ do przedstawionego na rysunku 3.19 wektora K w roz-
nych uktadach wspotrzednych.

Y1

Fa \ X1

F, X

Rys. 3.19. Rozktad wektora K na sktadowe F',, F,orazna F;i F,
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W uktadzie xy sktadowymi wektora K sa F, i F,, a w ukladzie x y, skladowe F,
1 F,. Sg to rozne sktadowe, a sam wektor K nie zmienia sig.

W analogii do wektora K z rysunku 3.19 zapisano obrazy naprezen, ktore wyni-
kaja z potozenia dwoch wycigtych kostek prostopadtosciennych z tego samego preta
przedstawionego na na rysunku 3.20.

<~V N
—
< >
c c
< | >
D A

Rys. 3.20. Potozenie kostki prostopadto$ciennej w osi preta rozeigganego

Obraz naprezen kostki II jest bardziej ztozony od kostki I, chociaz stan napigcia
materialu w precie pozostaje ten sam. Jest tylko inaczej przedstawiony. Fakt, Zze stan
napiecia materiatu pozostaje ten sam w obydwu obrazach, nazywany jest stanem pro-
stego rozciggania i wystepuje tylko wtedy, gdy naprezenia: 0, 0 i7_ spehniajg zalezno-
$ci (3.18)1(3.19).

3.5. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 3.1.

Pret o przekroju kotowym i $rednicy d = 4 cm obcigzono sitami: F = 5000 N,
F2= 15000 N, przytozonymi w jego osi jak na rysunku 3.21. Obliczyélnapre;Zenia
w przedziatach 11 2.

49



50 Jan Zwolak, WYTRZYMALOSC MATERIALOW W ZADANIACH

N
. od
Rys. 3.21. Pret o przekroju kotlowym obcigzony sitami osiowymi
Rozwigzanie

Na poczatku nalezy wykonaé przekroje myslowe a—a i B — B, odpowiednio
w przedziale 1 i 2. Nastepnie z warunkéw rownowagi okresli¢ wartosci sit wewnetrz-
nych N, i N,, wystgpujacych w przekrojach a—o i f — .

Przekréj a—au:
N,-F,=0
N,=F,=5000 N
Przekroj - B:
N,~F,-F =0
N,=F,+ F,=5000 + 15000 = 20000 N

Sity zewnetrzne F,i F,przylozone w punktach 4 i B powodujg, ze zmiana napre-
zen wystepuje pomiedzy tymi punktami.

oy = 4300 2000 _ 5000891 N =3.98 MPa
wd®  7-0.04>  0.005024

__ 4N, _ 4-20000 _ 800000 ,005024 15923566 N -m~ =15.92 MPa

o, =
xdt 0,042 7-0,04°

Przyktad 3.2.

Sztywng belke AB zawieszono na trzech pretach z mocowaniem przegubowym,
jak na rysunku 3.22. Srednice kolejnych pretow wynosza: d , =8 mm, d, =10 mm,
d, =8 mm. Belk¢ w punkcie C obcigzono sitg skupiong £ = 20000 N. Obliczy¢ napre-
zenia w pretach: 1, 2, 3 oraz ich wydtuzenia, przyjmujac a =45, modut Younga £ = 2,1
x 10°MPa, L=120cm,4B=5L,AC=1,5L.
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e SSPEGE S M .
3 L
v
B
A
<Y X
ala
N, N, ‘F N,
A (€] B x5

Rys. 3.22. Belka wiszaca na trzech pretach

Rozwigzanie

Sity w pretach bedg wyznaczone na podstawie warunkow rownowagi napisanych
dla uktadu ptaskiego:

F.=-N, -sina+ N, -sina =0
ZF,.y =N, -cosa+ N, -cosa —F+N,=0
D> M,,=F-15L—N;-5L=0

Rozwiazujac uktad rownan otrzymano:
_F-15L F-15 20000-15

5L 5
F—N, 20000-6000
N =N, = 2=

2cosa \/E
Obliczone naprezenia w pretach otrzymuja wartosc:

o - 4N, 4-9899,5 39598
"om? 7-0,008>  0,00020096
4N, 4-98995 39598

N

3

= 6000V

=9899,5N

=197044187 9N -m > =197 MPa

o, = 2= 2 — 126108280 39N - m > =126,1 MPa
m?  z-001° 0000314

ANy 46000 29000 _ 1046751, 5N - = 119,4MPa
zdl  x-0,008°  0,00020096

Wydtuzenia pretow oblicza sie wedtug prawa Hooke’a dla prostego rozciagania,
wiec bedzie:
_VN L —
A

4'N;'L = - 4'69899’5'21’2 —=0,00159m = 1,59mm
E-r-d;-cosaa 2,1-10°-10°-0,008" -7 -cos 45
_N,-L,  4-N,-L 4-9899,5-1,2

" E-A, E-m-d’-cosa 2,1-10°-10°-0,010° - 7r-cos 45°
_N,-L, 4-N,-L 4-6000 -1,2

E-A,  E-r-d> 21-10°-10°-0,008° -z

AL

1

=0,0010Im=1,0Imm

2

= 0,00068 m = 0,68 mm

3
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Przyktad 3.3.

Walec o cigzarze F'= 50000 N zawieszono na dwoch pretach o jednakowych sred-
nicach d = 15 mm i jednakowych dtugosciach L = 1,5 m. Prgty zamocowane sa przegu-
bowo w punktach 4, B i C. Obliczy¢ naprezenia w pretach 1 (4C) 12 (BC) oraz obnize-
nie punktu C. Modul Younga materiatu preta £ = 2,1 x 10° MPa, kat o = 30°. Schemat
uktadu pretowego przedstawiono na rysunku 3.23.

FEF

y
////IL/////

Rys. 3.23. Schemat uktadu pretowego obciazonego sita F

Rozwigzanie
Obydwa prety beda rozciagane, wiec zwroty reakcji wigzow beda jak na rysunku
3.24.

Rys. 3.24. Rysunek pomocniczy z wydtuzeniem pretow o AL

Korzystajac z rysunku 3.24 mozna napisa¢ rOwnania sumy rzutow sit na o§ x i y:
ZEX =-N,-sina+N,-sina=0
ZE‘ =N,-cosa+N,-cosa—F =0

Z réwnania sumy rzutow sit na o$ x wynika, ze:
N,=N,=N
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Z réwnania sumy rzutow sit na 0§ y wyznaczono wartos¢ N, = N, = N, ktora wy-
nosi:
2N-cosa=F
_F
 2c0s30°
50000
 2c0s30°
Z obliczen wynika, ze pret 1(AC) i pret 2 (BC) jest rozciagany sitg N=28,8683 kN.
Poniewaz prety maja jednakowe $rednice, rozciggane sg jednakowa sita, wiec wy-
stepujgce w nich naprezenia rowniez bedg jednakowe:

4N 4-28,8683
md®  7-0,015
Walec o cigzarze ' = 50000 N spowodowat obnizenie punktu C do potozenia C’

na skutek wydtuzenia pretow o AL, ktore moze by¢ wyznaczone wedtug wzoru z prawa

Hooke'a:
N

E-A

Rozwazane odksztalcenie jest bardzo mate, mieszczgce si¢ w granicach prawa
Hooke'a, wiec przyjeto, ze kat o nie ulega zmianie po przytozeniu obciazenia F. Na tej
podstawie wyodrebniono na rysunku 3.24 trojkat prostokatny CDC’, z ktérego wynika,
ze bok CC' tego trojkata jest obnizeniem punktu C i moze by¢ wyznaczony wedlug

WZOru:

=28868 ,3N =28,8683 kN

0,=0,=0= =163444 0198 kN -m ™ =163,4 MPa

N-L
AL p.4  N-L B 4NL
cosa cosa E-A-cosa E-nd’cosa

CC'=
Wstawiajac dane liczbowe do powyzszego wzoru, wyznaczona warto$¢ obnizenia
punktu C wynosi:

. 4.28,8683 -1,5
21-10%-7-0,0015% - cos30°

=0,001348 m =1,348 mm

Przyktad 3.4.

Do preta stalowego o przekroju kotowym i dtugosci L = 2 m, zawieszonego pio-
nowo przytozono site F' = 40000 N. Napre¢zenie dopuszczalne materiatu preta na roz-
cigganie k, = 95 MPa, modut Younga £ =2,1 - 10° MPa, wspotczynnik Poissona v = 0,3.
Obliczy¢ $rednice preta, ktora spelni warunek wytrzymatosciowy oraz wydtuzenie AL,
wydtuzenie jednostkowe &, odksztalcenie poprzeczne jednostkowe ¢, i odksztatcenie
poprzeczne caltkowite Ad. Schemat obcigzenia preta przedstawiono na rysunku 3.25.
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0750775777

F =40000 N

Rys. 3.25. Schemat obcigzenia preta

Rozwigzanie
Na podstawie warunku wytrzymato$ciowego obliczana jest $rednica preta:

o, = £ <k,
A
Dla przekroju kotowego jest:
4F

o, =—=<k,
7d
Zatem $rednica d jest rOwna:

d >

A

7k,
q> 4-40000
7-95-10°

d>0,02315m
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Przyjeto $rednice d = 24 mm

Wydtuzenie AL bedzie obliczone wedtug prawa Hooke’a:
a =L _4FL

E-A End’

Wstawiajac dane liczbowe otrzymuje sig:

_ 4-40000 -2
21-10°-10°- 7 -0,024°
Wydhuzenie jednostkowe (wzgledne) € jest rowne:

=0,000842 m = 0,842 mm

AL
e==
L
E= 0,000842 =0,000421

Odksztalcenie poprzeczne jednostkowe (wzgledne):
g, =—V-¢€

&, =-03-0,000421=-0,00001263
Odksztatcenie poprzeczne catkowite:
Ad=¢,-d
Ad = —0,00001263 - 0,024 = —0,000000303m = —0,000303mm

Przyktad 3.5.

Rura stalowa o przekroju pierscieniowym obcigzona jest sita $ciskajagca osiowa
F = 1500 kN. Srednica wewnetrzna rury wynosi d = 0,15 m. Obliczy¢ $rednicg ze-
wngtrzng rury d, jezeli napre¢zenia Sciskajgce nie mogg przekroczy¢ naprezeh dopusz-
czalnych k, =70 MPa. Schemat obcigzenia rury przedstawiono na rysunku 3.26.

F=1500 kN

Rys. 3.26. Schemat obcigzenia rury
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Rozwigzanie

Warunek wytrzymatos$ciowy rury zapisano:
o, = £ <k,
A
Pole przekroju pier§cieniowego rury wyraza si¢ wzorem:
_xld2-d?)
4
Zatem warunek wytrzymatosciowy przyjmuje postac:
4F

O'L, Z;(m)ﬁk‘,

Po przeksztatceniach jest:
4F <zld>-d?)-k

AF<m-d*-k -m-d*-k,
AF+7-d> -k <m-d’-k,

2
L [4FErdik,
: 7k,

a> |2y
-k,

A

Wstawiajac dane liczbowe do ostatniego wzoru, uzyskuje:

g \/4-1500000
7-70-10°
d.>022315m

Ostatecznie przyjeta srednica d_= 230 mm spelnia warunek wytrzymatoSciowy.

+0,15°

z

Przyktad 3.6.

Pret stalowy o przekroju poprzecznym A = 12 cm? i dtugosci L = a + b jest utwier-
dzony w gornej czes$ci. Natomiast miedzy czgscig dolng, a sztywng podstawa istnieje
szczelina A = 0,22 mm. Nalezy wyznaczy¢ reakcje podstaw oraz napr¢zenia w obu
czgsciach preta, jezeli w przekroju o — a przytozono site F= 100000 N. Modut Younga
materiatu preta £ = 2,1 - 10° MPa, a = 1,5 m, b = 0,5 m. Schemat uktadu pretowego
przedstawiono na rysunku 3.27.
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- G

o
AN V4
7
—— - — - ——
-n

y a a
v A
7 0

Rys. 3.27. Schemat preta obcigzonego silg osiowa F

Rozwigzanie

W zadaniu tym rozpatruje si¢ dwa przypadki:

Jezeli wydtuzenie preta na dtugosci a w wyniku dziatania sity F bgdzie mniejsza
od A= 0,22 mm, to pret nie bedzie si¢ opierat o dolng podstawe i wystapig w nim tylko
naprezenia rozciggajace w gornej czesci, co zapisano wzorem:

Jezeli wydhuzenie preta bedzie wigksze od A, to wowczas pret bedzie sie opierat
o0 dolng podstawe i w tym miejscu wystgpi oddziatywanie reakcji N,, widoczne na ry-
sunku 3.28.
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N

%
Ny

Rys. 3.28. Pret po wydluzeniu opiera si¢ o dolng podstawe

W zakresie rownan rownowagi ciata sztywnego na podstawie rysunku 3.28. moz-
na napisac tylko jedno rownanie:
N,—~F+N,=0

W réwnaniu powyzszym sa dwie niewiadome N, i N,, a wigc wystepuje tu przypa-
dek uktadu jednokrotnie statycznie niewyznaczalnego. W celu rozwigzania zadania na-
lezy utozy¢ dodatkowe rownanie, korzystajac z warunku zgodnosci odksztalcen preta.
W tym celu mys$lowo bedzie usunigta podstawa dolna, a pret pod wplywem dziatania
sily F" przesunie si¢ o Afwidocznq na rysunku 3.29.

i %

Ar Ny Ay

Rys. 3.29. Przesunigcie preta o A, wplywem dziatania sity
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Zalezno$¢ na przesuniecie A, zapisano wzorem, korzystajac z prawa Hooke’a:
F-a
CE-A
W uktadzie rzeczywistym nieodksztatcalna podstawa dolna nie pozwala na prze-
sunigcie i oddziatuje na pret reakcjg N, ktora powoduje skrocenie preta o A, co bedzie
zapisane wzorem:
N,-a N,-b N,
NT + =
E-A E-A E-A
Warunek zgodnosci odksztatcen zapisano:
A=4+4,
Wstawiajgc do powyzszego wzoru, wyznaczone wcezesniej zaleznoscina A 1A,

Ap

(a +b)

otrzyma si¢ zapis:

[-a =A+ N, (a+b)
E-A4 E-A4

Stad wyrazenie na N, otrzyma postac:

Wstawiajgc dane liczbowe do ostatniego wzoru, obliczona warto$¢ reakcji N, jest

rowna:

5 6
N, =100000 -%—0,00022 2110 12 0.0012 =47280 N

Z warunku rownowagi sit wyznaczona reakcja N, wynosi:
N,=F—N,
N, =100000-47280 = 52720N

Z uktadu sit na rysunku 3.29 wynika, ze gorna czg$¢ preta bedzie rozciggana sila
N,, a czg$¢ dolna bedzie Sciskana sitg NV,. Stad obliczone naprezenia przyjmujg odpo-
wiednie wartosci:

o =N 52720 _ 43933333 33P0 = 43,93MPa
A 00012
o, =N A0 30400000 Pa =39, 4MPa

A 0,0012
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Przyktad 3.7.

Sztywny arkusz blachy o ksztalcie prostokata ABCD, podparty przegubowo
w punkcie D, utrzymywany jest za pomocg dwoch stalowych pretow o jednakowe;j
dtugosci. Obcigzony jest sitg F, = 120000 N oraz sitg /7, = 50000 N. Obliczy¢ $rednice
pretow, jezeli pole przekroju preta 2 powinno by¢ dwa razy wieksze anizeli preta 1. Do-
puszczalne naprezenie na rozcigganie materiatu preta 1 i preta 2 wynosi k. = 120 MPa.
Odpowiednio wymiary liniowe wynoszg: a = 0,5 m, L, =2 m, L, = 1,2 m. Schemat
obcigzenia przedstawiono na rysunku 3.30.

Ly

/ :

B

N

NNANNNN

D
(6 ’/
F, /
L, L

|
Rys. 3.30. Schemat obcigzenia arkusza blach ABCD

Rozwiazanie

Pod wplywem dziatania sit zewngtrznych F, 1 F, w pretach powstang sity rozcia-

gajace N, i N, oraz odksztatcenia A i A,. Rozpatrywany ukfad pretow po odksztatceniu
przedstawiono na rysunku 3.31.

e
SN

\

Rys. 3.31. Odksztatcenia pretow A i A,
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Dokonujgc sumowania momentow wzgledem punktu D powstanie rownanie:

ZMI.(D) =—F,-L,+F,-L,+N,-2a+N,-a=0

W réwnaniu tym wystepujg dwie niewiadome: N, i N,. Jedno réwnanie, dwie nie-
wiadome, a wigc uktad jednokrotnie niewyznaczalny. Mozna tu jeszcze wprowadzic¢
dwie skladowe reakcji w punkcie D i napisa¢ rownania sumy rzutow sil na osie x i y.
W takim przypadku byloby 3 réwnania i 4 niewiadome. Zatem wystarczajace jest row-
nanie sumy momentow.

Na podstawie rysunku 3.31 roéwnanie zgodnosci odksztatcen pretow daje si¢ za-

pisaé:
4 _2a
A4, a
Stad: A, =2A,

Odksztatcenie pretow A 1A na podstawie prawa Hooke’a bgdzie wyrazone za po-
mocg wzorow:

N,-L N,-L N,-L
A=—t2, A = -

E- 4, E-A, E-24,

Stad rownanie zgodnosci odksztatcen mozna zapisa¢ w postaci:
N-L_,N,L
E-4, ~E-24

1

Ostatni wzoér dowodzi, ze:
N,-L-E-24 =E-4-2N,-L
Stad wynika, ze:
N, =N,=N
Podstawiajac N, =N, =N do rownania sumy momentéw otrzymuje si¢ wyrazenie
na reakcje N.
F-L—F,-L,=3N-a

Wstawiajac dane liczbowe 1 wykonujac obliczenia otrzymuje si¢:
_120000-2-50000-1,2

N =120000N
3-0,5
Warunek wytrzymatosciowy dla preta pierwszego zapisano:
o= N <k,
Al
gdzie:
md}

4==
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Zatem Srednica preta pierwszego wynosi:
_ 4N <k

2 —
1

a> |
-k,

d> / 41200006
7-120-10

d >0,0357m

o

Przyjeto srednicg preta pierwszego d, = 36 mm.
Biorac pod uwagg zatozenie w tresci zadania, ze:
A,=24
mozna zapisac:
;]
4 4
stad:
2 2
md, =27,
d,=d~2
d, =36~/2 =50,91mm
Przyjeto srednicg preta drugiego d, = 52 mm.
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4. SCINANIE

4.1. STAN CZYSTEGO SCINANIA
I SCINANIA TECHNICZNEGO

Scinaniem czystym nazywa si¢ taki przypadek, gdy sity wewnetrzne w rozpa-
trywanym przekroju sprowadzaja si¢ jedynie do silty tnacej, lezacej w plaszczyznie
tego przekroju. W zagadnieniach praktycznych przypadek czystego Scinania wystepuje
bardzo rzadko. Najczesciej z naprezeniami stycznymi wystepuja naprezenia normalne.
Obraz naprezen stycznych przedstawiono na rysunku 4.1.

02

7\

04 45° 45° ( o1

N\

A

]

Rys. 4.1. Stan czystego $cinania

W przypadku czystego $cinania kota Mohra zaréwno dla naprezen, jak i dla od-
ksztalcen przymuja potozenie srodkowe, co przedstawiono na rysunku 4.2.
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1
Eyor

Tmax

E Ymax

(\Zq \20{

Oq

€a

Tmin

; Ymin)

Rys. 4.2. Koto Mohra: a) najwigksze napre¢zenie styczne t_
b) najwigksze odksztalcenie postaciowe 2y, =€,

=0,

ax 1

Z rysunku 4.2a wynika, ze najwigksze naprezenia styczne 1 =1 = 6, = /o,/
wystepuja na ptaszczyznach nachylonych pod katem 45° do osi glownych. Na tych
ptaszczynach nie wystepuja naprezenia normalne i dlatego ten przypadek nazywa si¢
Scinaniem czystym. Z kolei z rysunku 4.2b wynika, ze /2y =2y =€ =/c,/. Element,
ktory poddany jest tylko naprezeniom stycznym ulega jedynie odksztalceniu posta-
ciowemu. Mozna zatem zauwazy¢ zalezno$¢ pomiedzy naprgzeniem stycznym T i od-
ksztatceniem postaciowym 1.

Korzystajac z uogdélnionego prawa Hooke’a mozna napisac:

1
g —E(O'I -v-0,)
W przypadku $cinania czystego o, = -c, daje si¢ zapisa¢:
0. 1+v
E

Korzystajac z rownosci 6, = T i g, = /2y otrzymuje si¢ wzOr wyrazajacy prawo

Hooke’a dla $cinania:

T=y-G 4.1)
dzie:
¢ __E (4.2)
2(1+v)

G wyrazone wzorem (4.2) jest modutem sprezystosci poprzecznej (zwanym tez
modutem $cinania lub modutem Kirchoffa).

W rzeczywistych uktadach mechanicznych lacznie z napr¢zeniami styczny-
mi wystepuja naprezenia normalne, chociaz sg pewne elementy maszyn, w ktorych
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naprezenia styczne wykazuja dominujace znaczenie. Na przyktad, elementami tymi sa:
nity, kotki, sworznie, czopy walow, potaczenia spawane.

W podanych wyzej przypadkach wystepuje Scinanie, ktoére nazywane jest Scina-
niem technicznym.

Dobrym przyktadem na omowienie obliczen wytrzymatosciowych zwigzanych ze
$cinaniem technicznym jest potaczenie nitowe dwoch ptaskownikow poddanych sitom
rozciggajacym. Zniszczenie lub uszkodzenie potgczenia nitowego moze by¢ rozpatry-
wane zasadniczo na trzy sposoby.

Sposob I:
W sposobie tym uwzglednia si¢ $cinanie nitow, co zostato przedstawione na ry-
sunku 4.3.
F i $ F
|
l $
MY DO I

Rys. 4.3. Uszkodzenie ztgcza nitowego przez $cigcie nitow

Scinanie nitéw zawsze zachodzi w miejscu stykajacych sie powierzchni laczo-
nych elementow, szczegodlnie wtedy, gdy sily tarcia migdzy tymi powierzchniami wy-
nikajace z docisku sg zbyt male w stosunku do sity F rozciagajacej ztacze.

Sposob 1I:
Ten sposob uwzglednia owalizacje otworow oraz odksztatcenia nitéw lub taczo-

nych ptaskownikéw, ktore wynikaja z uplastycznienia wywolanego dociskiem po-
wierzchniowym. Ten sposob uszkodzenia przedstawiono na rysunku 4.4.

Rys. 4.4. Uszkodzenie ztacza nitowego przez owalizacje otworow, odksztatcenie nitow
lub taczonych ptaskownikow
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Sposoéb I1I:

Uwzglednia miejsce najstabszego przekroju wynikajace z odlegtosci otworu pod
nity od krawedzi ptaskownika, sprzyjajace pgkaniu i zerwaniu si¢ ptaskownika. Przy-
ktad takiego uszkodzenia przedstawiono na rysunku 4.5.

C@ o |

. 3

NN N

Rys. 4.5. Uszkodzenie ztacza nitowego przez pekanie i zerwanie si¢ ptaskownika

Warunek wytrzymatosciowy ze wzgledu na §cinanie moze by¢ zapisany w postaci

ogolne;j: r

o, = VI <k, (4.3)
gdzie: T — sifa $cinajgca, 4 — przekroj elementu podlegajgcego Scinaniu, k, napre¢zenia
dopuszczalne na $cinanie.

W potaczeniach nitowanych zaktada si¢ rownomierny rozktad sit $cinajacych
we wszystkich nitach rozpatrywanego ztacza nitowego, przy rownoczesnym uwzgled-
nieniu liczby ptaszczyzn cigcia nitu. W odniesieniu do potaczenia nitowego warunek
wytrzymalosciowy mozna zapisac:

P P (4.4)
Yoneiemed’ T
T
gdzie: I — sila obcigzajac,a potaczenie nitowe, n — obliczeniowa liczba nitow tworzaca
pofaczenie, i — liczba plaszczyzn cigceia nitu, d — Srednica nitu, k, naprezenie dopusz-
czalne na $cinanie materiatu, z ktérego wykonane sg nity.
Liczbe plaszczyzn cigcia nitu okresla si¢ z zaleznoSci:

i=k-1 (4.5)

gdzie: k — liczba elementoéw (ptaskownikoéw lub blach) taczonych ze soba za pomoca
nitow. Przyktad, gdzie liczba ptaszczyzn cigcia nitu i = 2 przedstawiono na rysunku 4.6.
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TN 1
. =

s

Rys. 4.6. Potaczenie nitowe o liczbie ptaszczyzn cigcia i =2

Potaczenie nitowe na rysunku 4.6 sktada si¢ z 3 elementdéw. Zatem liczba ptasz-
czyzn cigcia nitu i = 2. Jedna ptaszczyzna cigcia nitu jest w miejscu styku ptaszczyzny
elementu 1 i 2, a druga ptaszczyzna cigcia w miejscu styku plaszczyzn elementu 2 i 3.

Obliczenia wytrzymatosciowe polaczenia nitowego omoéwiono na przyktadzie
przedstawionym na rysunku 4.7.

A £\ £\ A
| | M N I
: i’érzecz : ::
| | <
| — |
o i A = A L IO LA
d: Foblicz ) :
e N A
N1 N2

Rys. 4.7. Polaczenie nitowe dwoch elementéw dwoma nitami

Potaczenie nitowe z rysunku 4.7 charakteryzuje si¢ nastepujaco: liczba nitow
n =2, liczba ptaszczyzn §cinania nitu i = 1, sita $cinajaca 7= _ .

Obliczenia nitéw na docisk prowadzi si¢ zaktadajac, ze facisk przekazywany na
nit rozktada si¢ rownomiernie na catej powierzchni docisku. Jednakze rzeczywisty roz-
ktad naciskow dla nitu N1, a takze rozktad usredniony przyjmowany do obliczen nitu
N2 jest inny, czyli taki jak przedstawiono na rysunku 4.7 i1 4.8.

A A

|
.
|
|
|
|
|

rzecz Foblicz
(B 1@: F
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Rys. 4.8. Rzeczywisty rozktad naciskow dla nitu N/ i rozktad usredniony dla nitu N2

Naprezenia na docisk oblicza si¢ z warunku:

T
pd =A_Spdap (46)

d
gdzie: 4, — calkowita obliczeniowa powierzchnia na docisk, okreslana jest jako rzut

rzeczywistej powierzchni docisku na ptaszczyzne prostopadia do kierunku dziatania
sily $cinajacej 7, p o~ naprezenie dopuszczalne na docisk.

Naprezenia dopuszczalne na docisk przyjmowane s3 zwykle wedlug reguly,
e p,, = (2 + 2,5) k.. Wielkos¢ k_ jest tu dopuszczalnym naprezeniem na Sciskanie.
W potaczeniu nitowym warunek na docisk mozna zapisac:

pd < pdop (47)

:n'd.hmin

gdzie: F — sifa obcigzajgca ztgcze nitowe, n — liczba nitow, d — $rednica nitu, 2, =h —
jest to grubos$¢ cienszego elementu wystepujacego w ztaczu nitowym.

Wykonanie otwor6w na nity ostabia lgczone elementy, a zatem wystepuje ko-
nieczno$¢ sprawdzenia warunku wytrzymatosciowego ze wzgledu na rozcigganie osla-
bionych przekrojow. Sprawdzenie to mozna przeprowadzi¢ wedlug wzoru:

o= T <k (4.8)

t t
netto

Odwolujac si¢ do potaczenia przedstawionego na rysunku 4.7 w obliczeniach, na-
lezy uwzglednic ten przekrdj, w ktorym wystapi najwicksza sita rozciggajaca oraz naj-
mniejszy przekroj A . Z wykresu sit podtuznych na rysunku 4.8 wynika, ze najstab-
szym przekrojem jest przekroj B — B elementu o grubosci ,. Wydzielone pole przekroju
B — B przedstawiono na rysunku 4.9.

B-B !
7
i h1 = hin
_ Anette ] A : A
g
b

Rys. 4.9. Najmniejsze pole przekroju 4 zlacza nitowego

netto

Pole przekroju 4, = h, (b — d) jest najstabszym miejscem rozpatrywanego
zlacza, stad tez przy projektowaniu takiego wezla nalezy zwrécic¢ szezegodlng uwage
na chropowato$¢ otworu o $rednicy d, jak i samego nitu.
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Metoda stosowana do obliczen wytrzymatosciowych potaczen nitowych odnosi
sie takze do potaczen sworzniowych, kotkowych, potaczen klinowych i wpustowych,
wobec czego nie bedzie tu omawiana.

Przy projektowaniu potaczenia nitowego powinno si¢ bra¢ pod uwagg rzeczywi-
ste warunki przenoszenia obciazen zewnetrznych przez to polaczenie, majac na uwa-
dze, ze rozpatrywane uszkodzenia na trzy sposoby moga wystgpowac jednoczesnie.

Omowione beda natomiast obliczenia potaczen spawanych, ktorych przyktad
przedstawiono na rysunku 4.10.

/)

@

2,

T

( h1 = hmin I,/ /

S AR

Rys. 4.10. Potaczenie spawane ze spoing pachwinowa

Potaczenie spawane zostanie zniszczone wowczas, jezeli nastgpi $ciecie spoiny
w plaszczyznie najstabszego przekroju wyrazonego iloczynema - L .

Warunek wytrzymatosciowy spoiny bedzie zapisany:

o -t <k (4.9)
L-a

gdzie: I’ — sita obcigzajaca spoing, L — obliczeniowa dtugo$¢ spoiny, liczona jako suma
wszystkich spoin wystepujacych w rozpatrywanym polaczeniu (przyktad potaczenia
narysunku 4.10 ma L = L)), a — obliczeniowa grubos¢ spoiny, k, — naprezenia dopusz-
czalne na Scinanie materiatu spoiny.

Obliczeniowa grubosc¢ spoiny przyjmowana jest jako wysokosc¢ trojkata wpisane-
go w przekrdj spoiny wyprowadzong z grani spoiny. Spos6b wymiarowania grubosci
spoiny przedstawiono na rysunku 4.11.

h
I )
>
Gran spoiny /\

Rys. 4.11. Wymiarowanie spoiny pachwinowej

69



70

Jan Zwolak, WYTRZYMALOSC MATERIALOW W ZADANIACH

Maksymalng grubos¢ spoiny mozna obliczy¢ wedtug wzoru:

V2

CIZT’hmm :0,7071’! (410)

min

Wielkos¢ 2 . we wzorze odnosi si¢ do grubosci cienszego elementu rozpatrywa-
nego pofaczenia spawanego. W praktyce diugos¢ obliczeniowg spoiny L powinno sig
powigksza¢ do wymiaru L = L_+ 2a, ze wzgledu na powstawanie kraterow na koncach
spoiny.

4.2. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 4.1.

Do ptaskownika o grubosci 2 = 12,5 mm przynitowano dwa katowniki rowno-
ramienne. Sita rozciagajaca przytozona do katownikoéw wynosi F' = 200 kN. Nalezy
dobra¢ katowniki i obliczy¢ nity, przyjmujac naprezenia dopuszczalne na rozcigganie
k. = 100 MPa, naprezenia dopuszczalne na Scinanie k, = 80 MPa oraz naprgzenia do-
puszczalne na docisk p, = 200 MPa. Schemat potgczenia nitowego przedstawiono na
rysunku 4.12.

—_—
VD

hy

NNNNE
77

| I, ANNNNNNNNNNNNY

Rys. 4.12. Polaczenie nitowe

Rozwigzanie
Warunek wytrzymatosciowy zapisano wzorem:

F
U=ZSkr
Z

tego wzoru bedzie obliczony przekroj netto 4
F

An etto = kf

"

~200-10°
" 100 -10°

, obydwu katownikow

1

=0,002m*
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Przekroj netto dla jednego katownika wynosi:

A,..,=0002 % =0,001m"

netto

Z tablic wyrobow walcowanych polskich hut wybrano katownik o wymiarach:
80 x 80 x 8 mm
dla ktoérego przekrdj brutto wynosi:

4., =0,00123m’

Srednice nita przyjmuje si¢ zwykle 1,5 + 2,5 grubosci jednego z nitowanych ele-
mentoéw. Bedzie zatem przyjeta Srednica nitow d = 0,02 m.

W celu utatwienia nitowania §rednica nita powinna spetnia¢ warunek:

Zatem
d< 0,08 —0,008
co w rozpatrywanym przyktadzie jest spetnione.

Wymiar b = 0,08 m jest szerokoscig kgtownika, a wymiar 4, = 0,008 m jest gru-
boscig katownika.

Dla jednego katownika przekroj netto bedzie obliczony:
A=A —h-d

netto brutto

A, =000123-0,008-02 =0,00107m*

netto

Przekroj netto jest nieco wickszy od wymaganego A, =0.001m’. Liczba
plaszczyzn cigcia nitdw i = 2, co jest widoczne na przekroju A — A rysunku 4.12.

[lo$¢ nitdw oblicza si¢ z warunku wytrzymalosciowego:

_ 4F <k

1-_n-i-ndz_ t
4F

n>——

i’ -k,
4-200-10°
nz
2-7-0,02*-80-10°
n>398

Przyjeto, ze ilo$¢ nitow bedzie n = 4.
Nastegpnie sprawdzona bedzie grubos¢ ptaskownika z warunku na docisk:

pd < pd(}p

T ad-h
F

h>
n'd'pdop
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200-10°
= 4.0,02-200-10°
h>0,0125m

Grubos¢ ptaskownika z = 12,5 mm spetnia warunek wytrzymatos$ciowy ze wzgle-
du na docisk.

Nalezy jeszcze doliczy¢ szerokos$¢ a ptaskownika w przekroju A — A, ktory prze-
nosi cate obciazenie od sity F. Niezbedng szeroko$¢ a w tym przekroju wyznacza si¢
z warunku:

o, dl <k,

(a -d )h
F<(a-h—d-h)-k,
F+d-h-k.<a-h-k,

azi+d
h-k

Wstawiajac dane liczbowe, obliczona szeroko$¢ a plaskownika w przekroju AA
Wynosi:
g 200-10°
C0,0125-100-10°

a>0,18m

+0,02

Odlegtos¢ miedzy nitami, czyli podziatka t zwykle przyjmowana jest nastepujaco:
t=3,5+4)d
t=4-0,02=0,08 m

Podziatka t w potaczeniu nitowym zostata pokazana na rysunku 4.12.

Przyktad 4.2.

Obliczy¢ dopuszczalng warto$¢ sity F, jakg mozna obciazy¢ polaczenie sworz-
niowe o wymiarach podanych na rysunku. Naprezenie dopuszczalne na rozcigganie
k.= 140 MPa, na sciskanie k = 60 MPa, na docisk p wop — 200 MPa. Potaczenie przed-
stawiono na rysunku 4.13.
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12 h

12 h I——I

Rys. 4.13. Polaczenie sworzniowe obciazone sila rozciagajaca

Rozwigzanie
Wyznaczenie silty z warunku na zerwanie ptaskownika:
o, = L <k,
A
F=A4-k
F =<0,03-0,06-140 - 10°
F < 252000 N
Wyznaczenie sity z warunku na zerwanie ucha ptaskownika:
F
o, = ———<k,
(D-d)-h

F<@D-d)hk
F < (0,1 -0,04)-0,03 - 140 - 10°
F < 252000 N

Wyznaczenie sity z warunku na $cigcie sworznia, uwzgledniajac, ze sworzen ma
dwie plaszczyzny cigcia:
4F
o, = - <k,
2w

Fslyzdz-k[
2

FS%'H"O,O42'6O'106

F =< 150720 N

Wyznaczenie sily z warunku na docisk powierzchniowy:

pd :ﬁgpdop
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F=h-d-p,,
F =<0,03-0,04-200 - 10°
F < 240000 N

Dopuszczalng sita, jaka mozna obcigzy¢ polaczenie sworzniowe jest silta
F =150 720 N wyznaczona z warunku na §ciecie sworznia.

Przyktad 4.3.

Dane jest potaczenie kotkowe preta o srednicy dpr =40 mm z rurg o $rednicy
zewngetrznej d = 50 mm. Obliczy¢ obcigzenie, jakie moze przenosi¢ to polaczenie,
jezeli dane sa: $rednica kotka d = 20 mm, naprezenie dopuszczalne na rozcigganie
k = 120 MPa, naprezenie dopuszczalne na Scinanie k, = 70 MPa, napr¢zenie dopusz-
czalne na docisk p iop — 280 MPa. Potaczenie to przedstawiono na rysunku 4.14.

ONNNNRNNNN &\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\(\\\‘1
dy |
S N L e e |
7/ %
A ——
d
Rys. 4.14. Polaczenie kotkowe preta z rurg
Rozwigzanie
Site F' ze wzgledu na $cinanie kotka okresla si¢ ze wzoru:
_ 4F <k
2mdt
F<tom -k,
2

FS%-E-O,022'70'106

F < 43960 N
Site F' ze wzgledu na zerwanie preta wyznacza si¢ ze wzoru:
F
O'r = dz— < kr
i Jd,

F
O, =——5————— <k
w-d’ —4d, -d
4
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L L —
x-d’ —4d, -d

r-d’,
F< " —d  -d|k
4 pr r

2
Fs(#—0,0%0,0Z]-]ZO-IO"
F <54720 N
Site I ze wzgledu na zerwanie rury okresla sie:
o, = d2 pn dF Skr
T8 "% (g —a
4 4 ( ru pr)
F
= <k
T rdaedy,—4dld,=d,) "
4
o, = 5 24F <k,
wd:—n-d ~4dd,~d )
peZdnnd, ~4d(d, _dw).k
4 r
.d? -d?
Fe|Z% T g —a )|k
4 4 §

Wstawiajac dane liczbowe do ostatniego wyrazenia, otrzymuje si¢:

4
F < 60780 N

2 2
Fs[”'O’OS —”’0404 —0,02(0,05—0,04)]120'106

Ze wzgledu na to, ze powierzchnia docisku pomiedzy kotkiem a rurg jest duzo
mniejsza od powierzchni docisku pomigdzy kotkiem a pretem, obliczenia beda wyko-

nane tylko z warunku na docisk pomigdzy kotkiem a rura.
A zatem spetienie warunku na docisk okresla wzor:

F
= <
Pa d(dm _dpr} Paop

F < d(dru - dpr). pdop
F <0,02(0,05-0,04)-280 -10°
F < 56000 N

Polaczenie najmniejsza sit¢ moze przenosi¢ ze wzgledu na $cinanie kotka, kto-
ra wynosi I < 43960 N. Sile te przyjeto jako dopuszczalne obcigzenie dla rozpatrywa-

nego polaczenia kotkowego.
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W celu lepszego uwidocznienia analizowanego obliczeniowo potaczenia kotko-
wego, przedstawiono na rysunku 4.15 pojedyncze elementy tworzace to potaczenie.

a)

Rys. 4.15. Elementy tworzgce polgczenie kotkowe: a) pret o $rednicy d
b) rura o $rednicy zewngtrznej d , c) kotek z znaczonymi miejscami docisku

Przyktad 4.4.

Na wale o $rednicy d = 50 mm osadzono koto zebate za pomocg wpustu. Koto to
przekazuje moc N = 50 kW przy predkosci obrotowe n = 450 min'. Oblicz dlugos¢ L
wpustu, jezeli naprgzenia dopuszczalne na $cianie materiatu wpustu k& = 80 MPa, a sze-
roko$¢ wpustu b = 8 mm. Polaczenie watu z kotem przedstawiono na rysunku 4.16.

Rys. 4.16. Koto zgbate potaczone z watem za pomoca wpustu
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Rozwigzanie
Moment obrotowy na wale oblicza si¢ ze wzoru:

M:9550‘E
n

M =9550 ﬂ =1061 Nm
450 |
Moment ten jest rownowazony sita 7’ dziatajgcg na ramieniu Ed .

Zatem réwnanie rOwnowagi momentoOw mozna zapisac:
1

STd=M=0
Stad wyznaczona sita T jest rOwna:
r=2M
d
r=2191 _ i N
0,05
Dhugos¢ wpustu L obliczona z warunku wytrzymatosciowego na $cinanie wynosi:
T
T= n ] kt
Stad:
1>
b-k,
> 240
0.008-80-10°
L = 0,0663 m
Przyjeta dtugos¢ wpustu L = 68 mm.
Przyktad 4.5.

Wykona¢ obliczenia sprawdzajace polaczenia $rubowego (Sruby pasowane)
kota z wiencem zebatym przenoszacym moc N = 180 kW przy predkosci obrotowe;j
n =150 min"'. Srednica sruby d = 20 mm, wymiar b = 10 mm, R = 160 mm, liczba
srub na obwodzie kota n = 8, naprezenia dopuszczalne na $cinanie materialu Sruby
k, =70 MPa, naprezenia dopuszczalne na docisk p o 180 MPa. Spos6b potaczenia
kota z wiencem przedstawiono na rysunku 4.17.
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Rys. 4.17. Polaczenie $rubowe kota z wiencem zg¢batym
Rozwigzanie

Moment obrotowy przenoszony przez koto zebate wynosi:

M, =9550 180 _ 11460 Nm
150

Sita obcigzajaca kazda §rube wynosi:

F:M"
n-R
F:%:8953,125 N
8-0,16

Naprezenie $cinajace w Srubie oblicza si¢ ze wzoru:

T=Wﬁkt
4 oM,

n-R | co w rezultacie daje:

Za sile F' wstawiono wyrazenie

o]
_wR_ 4 M,
nd* n-R-nd?
4

T

Wstawiajac dane liczbowe i wyznaczony wcze$niej moment obrotowy M otrzy-
muje si¢:



4. Scinanie

_ 4e1me0 o
"T8.016-m-0022 N

Warunek na $cinanie $rub jest spetniony, gdyz:
<k,

Naprezenie na docisk sprawdza si¢ wedlug wzoru:
pd = ﬁ < pdop

. . M
Za F nalezy wstawi¢ wyrazenie F = " R
M 11

P, o 60 — 44,7 MPa

" w-R-b-d 8-016-001-002

Warunek na docisk jest spetniony z duzym nadmiarem, zatem $rednice $rub moga
by¢ zmniejszone, albo zmniejszona moze by¢ liczba $rub.
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5. SKRECANIE PRETOW

5.1. SKRECANIE PRETOW O PRZEKROJU KOLOWYM

Skrecaniem nazywa si¢ taki stan obcigzenia preta, przy ktorym dziatajace sily ze-
wnetrzne mozna sprowadzi¢ do par sit dziatajacych w réznych ptaszczyznach prosto-
padtych do jego osi. Moment skrecajacy w rozpatrywanym przekroju preta, rowny jest
algebraicznej sumie momentoéw dzialajacych na ten pret po jednej z dowolnie obranych
stron tego przekroju.

Moment skrgcajgcy M, uwazany jest za dodatni, gdy jego wektor ma zwrot na
zewnatrz przekroju rozpatrywanej czgsci preta. Natomiast gdy wektor momentu skre-
cajgcego M_ skierowany jest do wewnatrz przekroju, to taki moment uwazany jest za
ujemny. Przyktad przyjetej definicji znakoéw momentu przedstawiono na rysunku 5.1.

Rys. 5.1. Umowna definicja znakéw momentu skrecajacego: a) moment dodatni, b) moment ujemny

Okreslenie naprezen i odksztatcen w pretach o przekroju kotowym wymaga przy-
jecia szczegolowych zalozen, ktorymi sa:
— przekroje plaskie i prostopadte do osi preta przed obcigzeniem pozostajg pta-
skie 1 prostopadte do tej osi po obcigzeniu,
— dowolny promien przekroju poprzecznego pozostaje prosty po odksztalce-
niu preta.
Zatozenia powyzsze sg zgodne z wynikami obserwacji skrecania preta przedsta-
wionego na rysunku 5.2.
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Rys. 5.2. Skrecanie preta o dlugosci L i promieniu »

Spetione zatozenia oznaczaja, ze naprezenia styczne w dowolnym przekroju pre-
ta sg prostopadle do promienia przekroju oraz state na dowolnym obwodzie okreslo-
nym promieniem p. Biorgc pod uwage poczynione zatozenia moment skrecajacy M,
wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

M= f,p-tdA s.1)

gdzie: p — dowolny promien na przekroju preta.

W wyniku skrecania kolowe przekroje poprzeczne ulegaja obrotowi wokot osi
wzdtuznej preta, a tworzace powierrrzchni bocznej walca ulegaja pochyleniu. Miarg
tego obrotu jest kat @, natomiast pochylenia kat vy.

Z preta na rysunku 5.2 wyciety element dwoma prostopadtymi przekrojami odle-
glymi od siebie o dx oraz dwoma przekrojami obwodowymi odlegltymi o dp przedsta-
wiono na rysunku 5.3.
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Rys. 5.3. Wycigty element dx

Z rysunku 5.3 wynika, ze katy Yo i d¢ wyznaczaja taka sama dlugos¢ tuku, co
mozna zapisa¢ wzorem:

Y(pydx = pde (5.2)
dzielac obustronnie przez dx otrzymuje si¢:
— nde _
gdzie:
de
K, = i

jest nazywane wzglednym jednostkowym katem skr¢cenia elementarnego odcinka dx
preta o przekroju kotlowym.

Kat pochylenia y 0 jest katem odksztalcenia postaciowego i zgodnie z prawem
Hooke’a zapisany jest wzorem:

T
Yio) =5 (54)

gdzie: G — jest modutem sprezystosci poprzecznej, zwanym tez modutem Kirchoffa.
Poréwnujac wyrazenia (5.3) i (5.4) mozna zapisac:
I_,%
¢ P (5.5)
Zaleznos¢ (5.5) wstawiona do wzoru (5.1) z réwnoczesnym przyjeciem, ze

d
-2 = const ,
dx

daje zapis dla danego przekroju poprzecznego:

d d
MS=Jp-G-p£dA=Gﬁpr2dA (5.6)
A
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gdzie:
fpsz =1
A

jest wielkoscig charakteryzujaca tak zwang geometryczng sztywno$¢ skrecania.
W przypadku preta kotlowego wielkos¢ ta jest biegunowym momentem bezwladnosci
pola przekroju wzgledem jego $rodka.
Uwzglednienie powyzszego pozwala przeksztatci¢ wzor (5.6) do postaci:
d

M =G-—2-1,
e
(5.7)
4, _ M,
dx G-I,

Calkujac wyrazenie (5.7) po catej dtugosci L skrecanego preta otrzyma si¢ wzor

na kat skrecenia:
ML
G-I,

Stosujgc wzor (5.8) mozna okresli¢ kat wzajemnego obrotu koncéw obcigzonego
preta, czyli kat skrecenia. Iloczyn G - [ wyraza sztywno$¢ preta na skrgcanie. Podsta-
wienie wzoru (5.7) do (5.5) prowadzi do zaleznoSci:

MS MS
T:G'(;Js'pzf'p (5.9)

Zapomoca wzoru (5.9) oblicza si¢ naprezenia styczne w precie poddanym skreca-
niu. Naprezenia te sg liniowg funkcjg promienia p. Rozktad naprezen wzdhiz promie-
nia w przypadku przekroju kolowego przedstawiono na rysunku 5.4.

(5.8)

4

Rys. 5.4. Rozktad naprezen stycznych w przekroju preta pelnego
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Naprezenia styczne uzyskujg wartos¢ maksymalng dla promienia p = p ., co
mozna zapisa¢ zaleznoscia:
_ M M
Thax = I Pmax = Wy (5.10)

gdzie: W _— jest wielko$cig zwang wskaznikiem wytrzymatosci na skrgcanie. Wskaznik
ten obliczany jest wedtug wzoru:
W =— (5.11)
Prax
Jezeli wskaznik ten jest stosowany do pretow o przekroju kolowym, to czesto
oznaczany jest jako W i obliczany wedtlug wzoru:

rd’
W =W = (5.12)
s o 16
gdzie: d — $rednica preta pelnego widoczna na rysunku 5.4.
Jezeli rozpatrywany jest pret drazony (jako rura), to rozktad naprezen wzdtuz pro-

mienia przebiega wedlug rysunku 5.5.

- -

Rys. 5.5. Rozktad naprezen stycznych w przekroju preta drazonego

Dla przekroju preta dragzonego wskaznik wytrzymatosci na skrecanie obliczany
jest wedlug wzoru:
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n(D*-d*)

e =Wo =0 (5.13)

Analizujac rozklad naprezen w przekroju preta pelnego (rys. 5.4), zauwaza sig,
ze materiat w czesci srodkowej przekroju, przenosi niewielkie obcigzenia w postaci
naprezen stycznych w poréwnaniu z naprezeniami wystepujacymi w przekroju przy
srednicy zewnetrznej. Stad tez, czesto stosuje si¢ prety drazone (przekroje rurowe),
jako bardziej ekonomiczne.

5.2. SKRECANIE PRETOW O PRZEKROJU NIEKOLOWYM

Skrecanie pretow o przekroju niekotowym (moze to by¢ przekroj trojkatny, pro-
stokatny, eliptyczny) daje bardziej ztozony obraz odksztalcen anizeli w przypadku
pretow o przekroju kotlowym. Zachodzi tu odksztatcenie przekroju skrecanego preta,
ktore polega na obrocie przekroju oraz na przemieszczaniu si¢ poszczegolnych punk-
tow przekroju w kierunku réwnolegltym do osi preta. Przekroje te charakteryzuja si¢
nierownomiernym rozktadem naprgzen, jak rowniez tym, ze pierwotny ptaski przekroj
pod wptywem dziatania momentu skregcajacego przestaje by¢ plaski. Nie moze zatem
tu by¢ wykorzystana hipoteza ptaskich przekrojow, co sprawia, ze dla pretow o prze-
kroju niekolowym metody wytrzymatosci materiatéw na ogoét nie mogg by¢ stosowane
do wyznaczania napre¢zen, ani odksztatcen.

Rozwigzanie zagadnienia skrgcania pretow o przekroju niekotowym umozliwia
teoria sprezystosci. Wedtug teorii sprezystosci obowigzuje zatozenie, ze w przekrojach
poprzecznych pretow przy skrgcaniu swobodnym wystepuja tylko naprezenia stycz-
ne, ktérych kierunki i wartosci sa rozne w roznych punktach przekroju. Przyktad preta
o przekroju eliptycznym i potosiach a i b przedstawiono na rysunku 5.6.

Rys. 5.6. Naprezenia w precie o przekroju eliptycznym
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Najwigksze naprezenia styczne na konturze przekroju eliptycznego wystepuja
w punkcie A, natomiast najmniejsze w punkcie B. Warto$¢ tych naprezen okreslana

jest z zalezno$ci:
M M 2Ms

Ta = Tmax= Ws(b) - %-nabz = Tav? (5.14)
_ _ Mg Mg __ 2Ms (5.15)
Tg = Timin = = = ,
B min WS (a) %-Tcazb Ta2b
Kat skrecenia w precie o przekroju eliptycznym okresla si¢ wedtug woru:
ML Mg'L Ms-L(a?+b?
== M = 169
S Gz
gdzie: dla przekroju eliptycznego o osiach a i b charakterystyka geometryczna
a3b?
[f=1"——
s a? + b?

Czesto stosowanymi pretami w konstrukcjach inzynierskich sa prety o przekroju
prostokatnym. Przyktad takiego preta przedstawiono na rysunku 5.7.

T®)

Ta)= Tmax

b

Rys. 5.7. Pret o przekroju prostokatnym /2 x b (h = b)

W przypadku przekroju prostokatnego maksymalne naprezenia wystepuja w po-
towie bokéw dhuzszych. Na rysunku 5.7 jest to w punkcie 4, gdzie T, )= T Wartos¢
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liczbowg v, okresla si¢ wedlug wzoru, jak dla wszystkich przekrojow poddanych

momentowi skrecajgcemu:

— MS
Tmax =57 (5.17)

Kat skrecenia preta na dlugosei x okresla sie¢ wedtug wzoru:

M- x (5.18)
G-I

Wielkosci W (wskaznik wytrzymato$ci na skrecanie) oraz /; (wskaznik sztyw-
nosci) sg wielkoSciami czysto geometrycznymi i zalezg tylko od ksztalttu i wymiarow
przekroju.

Naprezenie styczne w punkcie B, oznaczone na rysunku 5.7 jako T, jest mniejsze
odr_ . Pomigdzyt 53T zachodzi zaleznos¢: t 5-C3" T Warto$ci wspotczynnikow
¢, ¢, ¢, w zaleznosci od stosunku /2 : b oraz wzory na W i I, dla typowych przekrojow
pretow skrecanych podano w tabeli 5.1.

P =
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Tabela 5.1. Wielko$ci W i I, w zalezno$ci od przekroju [2]

Przekroj W, I
W.=c, h-b L=c, h-b
h
Z 1,0 1,2 1,4 1,5 2,0 3,0 4,0 8,0
c; | 0,208 0,219 | 0,228 0,231 0,246 | 0,267 | 0,282 0,307
c, | 0,141 0,166 | 0,187 | 0,196 | 0,229 | 0,263 0,281 0,307
> C3 1,000 0,932 | 0,865 0,858 0,796 | 0,753 0,745 0,743
Trojkat rownoboczny
3 4
a
wo=L I =
20 46.2
Szesciokat foremny
W,=0.189 a’ [,=0.115 a*

W narozach przekroju prostokatnego, trojkatnego i szesciokatnego naprezenia
styczne T = 0. Natomiast napre¢zenia maksymalne T, wystepuja w potowie boku tréj-
kata rownobocznego oraz w potowie boku szesciokata foremnego.
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5.3. SKRECANIE RUR CIENKOSCIENNYCH
O DOWOLNYM OBRYSIE

Rury cienkos$cienne sg to takie elementy, ktorych grubo$¢ $cianek o, jest wielo-
krotnie mniejsza od diugosci pewnych fragmentéw obrysu s, i wielokrotnie mniejsza
od innych wymiardéw liniowych charakterystycznych dla rozpatrywanego przekroju.
Przyktad takiej rury przedstawiono na rysunku 5.8.

Rys. 5.8. Rura cienkoscienna o dowolnym obrysie

W przedstawionym fragmencie rury cienkosciennej na skutek jej obcigzenia mo-
mentami skrgcajgcymi M, powstaja w przekroju poprzecznym naprezenia styczne T na
calym jej obwodzie. Ze wzglgdu na bardzo mata grubos$¢ Scianek rury przyjmuje sie,
ze rozktad naprezen na catej grubosci jest staty. Dalej takze przyjmuje si¢, ze napre-
zenia te sg styczne do linii sredniej konturu, tworzac w przekroju poprzecznym obieg
zamknigty 1 spetniajg zaleznosc:

T-6 =1;6; =const (5.19)

gdzie: 0, — grubo$¢ dowolnego elementu $cianki rury,t, — naprezenie w tym elemencie.

Na podstawie rysunku 5.8 mozna zapisa¢ sume¢ momentow elementarnych wzgle-
dem obranego punktu 0, rtownowazng momentowi M dziatajgcemu w danym przekro-
ju. A wiec zapis ten ma postac:

Mg=[t-8-ds-0C=2t-8[.dp=2t-5-P (5.20)
gdzie: P — cate pole ograniczone §rodkowg linig konturu. Wprowadzono tu odmienne
oznaczenie tego pola przez liter¢ P, w celu podkreslenia roznicy tego pojecia od pola

oznaczonego wczesniej 4 przekroju rury.
Z ostatniego wzoru (5.20) mozna wyznaczy¢ poszukiwang warto$¢ T - 0
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=M
T:6 = > (5.21)

Maksymalna warto$¢ napr¢zeniat,  _moze by¢ wyznaczona ze wzoru (5.17), a kat
skrecenia rury cienkosciennej ze wzoru (5.18).
Wskazniki geometryczne wystepujace w tych wzorach wyznacza si¢ z nastepuja-
cych zalezno$ci:
W,=2pPo,, (5.22)

S,
I = 4P22§ (5.23)

Najwigksze naprezenia styczne T wystepujg w miejscu, gdzie grubo$¢ Scianki

0 jest najmniejsza. Jezeli rura cienko$cienna o przekroju kotowym ma statg grubos¢

$cianki 0 i $redni promien 7, to wskaznik wytrzymatosci I i wskaznik sztywnosci /

okreslaja zalezno$ci:

W, =2xr’s (5.24)

I =27r'64 (5.25)

Rury cienko$cienne przenoszace momenty skrecajace stanowiag dobry przyktad

konstrukcji, w ktdrej racjonalnie wykorzystywany jest material. Prawidtowe ustalenie

wymiarow rury cienko$ciennej jest podstawg do tego, aby konstrukcja wykonana z ta-

kiej rury byla lekka i sztywna. Aby to osiaggna¢, nalezy stosowac wzor (5.21), dokonu-
jac analizy obcigzenia z udzialem momentu skrecajacego.

5.4. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 5.1.

Pret stalowy o srednicy d = 60 mm, utwierdzony jednym koncem obcigzono trze-
ma momentami skrecajacymi. Obliczy¢ napr¢zenie styczne oraz katy obrotow poszcze-
g6lnych odcinkéw preta. Dane do zadania: M, = 3 kNm, M, = 5 kNm, M, = 6 kNm,
a=40cm, b =20 cm, ¢ = 60 cm, modut Kirchoffa G = 8,5 - 10* MPa. Narysowa¢ wy-
kres momentow skrecajacych oraz katow skrecenia. Schemat obcigzenia preta przed-
stawiono na rysunku 5.9.
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Rys. 5.9. Schemat obcigzenia preta wraz z wykresem momentdw skrecajacych i katow skrecenia

Rozwiazanie
Warto$¢ momentu skrecajacego na poszczegolnych odcinkach preta jest rowna:
M 5 =M,=3kNm
M yey=M,—M,=3-5=-2kNm
M py=M,—M,+M,=3-5+6=4kNm

Zwrot momentu M, jest zgodny z ruchem wskazowek zegara, zatem ma znak
dodatni.

Wskaznik wytrzymatosci W, = W, przekroju ze wzgledu na skrecanie jest oblicza-
ny ze wzoru:
. nd® m-0-0,063
Wo=Wo=Tg="16

Maksymalne naprezenia w poszczegolnych odcinkach preta sa rowne:
Mg~ 3-103

fsam) = Ty T 0,00004239
Mepy 2103

'seo = Ty T 0,00004239
 Mepy  4-103

seo) = Ty T 0,00004239

=0,00004239 m3

= 70771408 Pa = 70,7 MPa

= 47180938 Pa = 47,8 MPa

= 94361877,9Pa = 94,3MPa
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Obliczony wskaznik sztywnosci I, ktory jest biegunowym momentem bezwlad-
nosci / o przyjmuje wartos$c:
d nd* m-0.06*
b=l=Wo =5 =732
Koniec preta w czegsci D jest utwierdzony, zatem kat skrecenia jest rowny zero,
a wiec:

=0,000001271 m*

Py =0
W poszczegolnych przekrojach obliczone katy skrgcenia sa rowne:
— oy + emy € _ 410706 = 0,022215 rad
PO =Pyt T TV T g5 1010 1,271 - 106 ra
Mgc) - b 2-10%-0,2
P = b+~ = 0022215 — e o7 106
= 0,018512 rad
— g+ L 18512 3004 520619 rad
e A X T LS T "
Zamieniajac radiany na stopnie otrzymuje si¢ wyniki:
¢(A) = ],6980
¢(B) = ],06]0
¢(C) = 1,2730

Wykres kata skrecenia na dlugosci preta przedstawiono na rysunku 5.9.

Przyktad 5.2.

Silnik spalinowy o mocy 120 kW i predkosci obrotowej n = 1200 min™' napgdza
dwie maszyny zniwne. Jedna maszyna pobiera 60% mocy silnika, a druga 40%. Ob-
liczy¢ $rednice obydwu watow, wykonanych z jednakowej stali o dopuszczalnej wy-
trzymatosci na skrgcanie &k, = 80 MPa. Obliczy¢ takze kat skrecenia watow, jezeli kota
pasowe do odbioru mocy ustawiono odpowiednio na dlugosci L, =80 cm, L, =120 cm.
Modut sprezystosci poprzecznej materiatu watkow G = 8,5 - 10* MPa. Schemat uktadu
watkow przedstawiono na rysunku 5.10.
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[ Silnik :

¢ 60% N 40% N ¢
Rys. 5.10. Schemat uktadu watkow w rozdziale mocy

Rozwigzanie

Moment skrecajacy na wale d, obliczany jest wedtug wzoru:
M, =9550 'M=9550 ~M:573Nm

n 1200

Na wale d, jest:

M, = 9550 2 _gogy 04120 aon
2= 1200 1200 m

Srednica watu d, obliczona ze wzoru po przeksztatceniu ze wzgledu na d, przyj-
muje wartos¢:

T = <k
1 VV01 ﬂ'dg s
4 >3 16 M,
= | mk,

3/ 16-573
%2 ’ 7:80-106
d, > 0,03317m
Przyjeto $rednice d, = 33,2 mm

Wedlug takiego samego postgpowania obliczona $rednica watu d, wynosi:

M, 16M,
Ty =75 =

= <k
w,, m-d3~"°

d >316M2
2= - kg
b 16 - 382
2= |7-80-106

d, = 0,02897m
d, = 2897 mm
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1

2

G,
@, =2,593°
@, =3.889°

Przyjeto Srednicg d, = 30 mm
Kat skrgcenia watu d, obliczony wedtug wzoru wynosi:

ML, 32-M,-L

32-573-0.8

-G,

G-r-d' 85-10"-7-00332°

Kat skrgcenia watu d, jest rtowny:

M,-L, 32-M,-L,

32-382-1.2

G-z-dl  8510"-7-003

=0,04524 rad

=0,06785 rad

Zamieniajgc radiany na stopnie, katy ¢, 1 ¢, majg wartos¢:

Obliczone srednice d, i d, spetniajg warunek wytrzymatos$ciowy ze wzgledu na do-
puszczalng warto$¢ naprezen skrgcajgcych. Natomiast katy skrecenia ¢, 1 ¢, sg bardzo
duze i przekraczaja wartosci dopuszczalne.

Przyktad 5.3.
Wat z czterema kolami pasowymi napgdza maszyny robocze. Sam wat poprzez
koto B jest napgdzany silnikiem o mocy N, = 80 kW. Kota 4, C'i D przekazujg naped
na maszyny robocze o odpowiednich mocach: N, = 30 kW, N.=20 kW, N, =30 kW.
Predkos¢ obrotowa watu wynosi n =350 min’!, dtugo$¢ L =100 cm, G=8,5 - 10* MPa,
k = 60 MPa. Obliczy¢ $rednice walu oraz katy skrecenia na poszczeg6lnych odcinkach
1 narysowa¢ wykresy momentdéw skrecajacych, a takze katow skrecenia. Wal z kotami
przedstawiono na rysunku 5.11.

M;[Nm]

1364

1910

Rys. 5.11. Wat z czterema kotami pasowymi

1,736
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Rozwigzanie
Wyznaczone momenty obrotowe (skrecajace) na poszczegolnych kotach wynosza:
moment na kole B M, =M, =9550 % =2183 Nm
N, 30
moment na kole 4 M, =9550 - —£ =9550 - —— =819 Nm
n 350
moment na kole C M. =9550 Ne _ 9550 20 546 Nm
n 350
N, 30
moment na kole D M, =9550 -—2 =9550 350 " 819 Nm
n

Nastepnie wyznaczone momenty skrecajgce na poszczegdlnych odcinkach watu
WYnNosza:
na odcinku 4B M (=M, =2183 Nm
na odcinku BC M, ,.)=—M ,+M, =-2183 +819 =1364 Nm
na odcinku CD ' M (., =—M , + M, — M =-2183 +819 —546 =1910 Nm

W kolejnym etapie wykre§lono wykres momentdw skrecajacych i przedstawiono
na rysunku 5.11.

Z wykresu mozna odczytaé, ze maksymalny moment skrecajacy jest na odcinku
AB walu i wynosi:
M, =M, =2183 Nm

Zatem $rednica watu bedzie obliczona z warunku wytrzymato$ciowego, biorac
pod uwage M

max*

Smax

q> [ 16-2183
7-60-10°

d>0,057Tm

Przyjeto $rednice watu d = 60 mm.
Biegunowy moment bezwladnosci przekroju kotowego watu o srednicy d =60 mm
jest rowny:
I ﬂ“ _ 7-0,06*
’ 32 32
Kat skrecenia kota 4 wzgledem kota B (odcinek 4B) wynosi:

=0,000001271 m* =1,271-10"° m
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MSI(AB)'L 2183-1
G-I, 85-10"-1271-10°°
Kat skrecenia kota C wzgledem kota B (odcinek BC) wynosi:

M ey L —1364-1
O =G T 851071271107
Kat skrecenia kota D wzgledem kota B (odcinek BD) jest rowny:

=0,02021rad

Plap) =

=0,01262rad

Mg, (cpy "L
©oB) = Q) + Poe) = —0.01262 + ———=

G-1,
~1910-1

= —0.01262 + 85-1010-1271-10-6 —0.061262 — 0.01767 =

= —0.03029 rad

Poszczegodlne katy skrecenia w radianach zamienione na stopnie wynosza:

Pus) =1.158°, Qg =—0.723", @y =—1.736

Wykres katow skrecenia zamieszczono na rysunku 5.11.

Przyktad 5.4.

Pret stalowy o przekroju kotowym obcigzony jest trzema momentami skre-
cajgcymi: M, = 10 kNm, M, = 20 kNm, M, = 18 kNm. Srednica preta d = 80 mm,
dtugos¢ L, = 300 mm, L, = 40 mm, L, = 700 mm, modut sprezystosci poprzecznej
G = 8,5 - 10* MPa. Obliczy¢ momenty skrgcajace w poszczegolnych odcinkach preta,
naprezenia styczne, katy skrecenia oraz narysowac ich wykresy. Schemat obcigzenia
preta przedstawiono na rysunku 5.12.
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X3
1
l X,
I Xl ‘
—
I
M, M, Ms
T T I
/_‘ 7T AN T
i K 1 / i N . 1
o, I Bl LA
Oy e s S A B S i R T
1 ! ‘\\ 1 \
i I I
1 1 H
I I I
: I I
i L i L i L
; i i
10
b 8
99,52 10 79,62
T[MPa]
+
99,52
¢ 0,9396
0,2349 |
o ¢l T i
I
WW
0.2684

Rys. 5.12. Schemat obcigzenia preta oraz wykresy momentow skrecajacych, naprezen stycznych

Rozwigzanie

1 katow skrecenia na poszcezeg6élnych odcinkach

W poszczegdlnych odcinkach preta momenty skrecajace sg réwne:

odcinek 0<x, <L,

M, =M, =10 kNm
. L

odcinek

Sx, <L +L,

M, =M —M,=10-

20 =-10 kNm

odcinek L +L, <x,<L +L,+L,
Mg=M —M,+M,=10-20+ 18 = 8 kNm
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Wykres momentow skrgcajacych w poszezegdlnych odcinkach preta przedsta-
wiono na rysunku 5.12.
Naprezenia styczne w poszczegolnych przedziatach obliczono wedtug wzordw:

_Ms, _16-Ms _16-10-10°

0o =W = "waz T x.008 @

_Ms, _16-Ms, 16-10-10°

Wen =y = a2 ~ g.008 ¢
Ms, 16-Ms, 16-8-103

_ - — 79,62 MPa

YT W T T d® T 0,088
Wykres napregzen stycznych przedstawiono na rysunku 5.12.
Obliczone katy skrecenia przyjmujg warto$ci:

4
MS‘L,biorqcza Iozﬁd

o

. L 32M,-L
mozna napisac, ze ¢ = Gord’
Pret w punkcie 4 jest utwierdzony, wiec kat skrecenia Pa) = 0
W punkcie B jest:
32 M, - Ls 32-8-103-0.7
Yo =Pt g g = Ot g5 o0 . g.08t - 016391 rad
W punkcie C:
32-Ms, - L, 32-10-10%-0,4
Py =Pm T+ m =0,016391 — 85-1010 .17 - 0,08 = —0,004683 rad
W punkcie D:
32-M,, - L, 32-10-10%-0.3
P =Pt g e = 0004683 + e e 008

= 0.004098378 rad

Zamieniajac radiany na stopnie otrzymano:

Py =0,9396°  @oy=-0.2684° @, =0,2349

Wykres katow skrecenia przedstawiono na rysunku 5.12.

Przyktad 5.5.

Dwustopniowy wat o $rednicy d, = 50 mm i $rednicy d, = 80 mm utwierdzono
obustronnie. W przekroju C zadano obcigzenie momentem M. = 15 kNm. Obliczy¢
najwigksze napr¢zenia styczne w wale i narysowa¢ wykres momentoéw skrecajacych.
Wat z obcigzeniem przedstawiono na rysunku 5.13.
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1/3L

Mg=11493

M,[kNm]

i

Rys. 5.13. Wat dwustopniowy obcigzony momentem skrecajacym M,

Ma=3507

Rozwiazanie

Pod wptywem dziatania momentu obcigzajgcego M. w miejscach utwierdzenia
powstang momenty reakcji M, i M,. Sumujgc te momenty uzyska si¢ nastgpujgce row-
nanie rownowagi:
M, +M,-M_.=0

W réwnaniu tym sg dwie niewiadome (M, i M), wigc jest to uktad dwukrotnie
statycznie niewyznaczalny.

Nalezy zatem utozy¢ dodatkowe rownanie z warunku zgodnos$ci odksztatcen wahu:
Picwy = Pren)
gdzie: ¢, jest katem obrotu przekroju C wzgledem przekroju 4, a ¢ ., katem obrotu
przekroju C wzgledem przekroju B.

Na podstawie wzordéw na katy obrotow mozna utozy¢ rownanie:

1

Ml ML
Ples) G.ﬂ"d; 3-G-z-d]
32

2
My oL 55.m, .21
Pep = =

G.ﬂ-d; 3-G-r-d]
32
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Po redukcji zostaje:
4 _ 4
M, d; =2-M,-d,
Uwzgledniajac réwnanie rOwnowagi mozna zapisac:
M. =M, +M,
4 _ 4
M, d;=2-M,-d,
Rozwigzanie ukfadu rownan prowadzi do wyznaczenia momentow M, i M,.
Z réwnania drugiego wyrazenie na M, mozna zapisac:

4
MB :MA 4d2
2d;
M, :MA+MA-d;‘ _2:M,-d}+M,-d,

2-d} 2-d!
2:M.-d}=2-M,-d}+M,-d;
2-M,-d} =M (2d} +d})
— 2-M- d14
Y2.di+d)
Takze korzystajac z rownania drugiego mozna
wyrazi¢ M, w postaci zapisu:

2-M,-d;
M, ==
2
v 2 Mydt o 2M,ditdi M,

C d; B d24
M.-d}=2-M,-d'+d} M,
M, -d} =M, (2d} +d})
— MC . d;
"o2dt + d!
Wstawiajac dane liczbowe do wyrazef na M, i M, otrzymano wyniki:
_ 2-15-10°-(0,05)°
2-(0,05)" +(0,08)"
_15-10°-(0,08)°
" 2-(0,05) +(0,08)'
Naprezenia w czgsci watu o Srednicy d, sg rowne:
My My 16-M,

=3507 Nm

A

=11493 Nm

16
16 - 3507

T(dl) = W = 142,96 MPa
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Natomiast w czgsci d, jest:
MB MB 16 * MB
T = — = =
@) =W = . a m-d3

16
16 - 11493

= ——==114,38 MP
Ta2) = (0,08)3 a

Wykres momentdéw skrecajacych przedstawiono na rysunku 5.13.

Przyktad 5.6.

Wyznaczy¢ napr¢zenia na powierzchni zewnetrznej i wewnetrznej tulei oraz kat
skrecenia wzgledem siebie przekrojow A i B. Dtugos¢ tulei wynosi L = 500 mm, $red-
nica zewngetrzna d, = 100 mm, wewngtrzna d,, = 80 mm. Modut spr¢zystosci poprzecz-
nej materiatu tulei G = 8,54 - 10* MPa. Na koncach przekroju A i B tulei przytozono
moment skrecajacy M, =3 kNm. Tulej¢ z obciazeniem przedstawiono na rysunku 5.14.

Rys. 5.14. Tuleja obcigzona momentami skrecajacymi M,

Rozwigzanie
Najwieksze naprezenia styczne beda we wtoknach skrajnych tulei na $rednicy ze-
wnetrznej d.:
Mg
Tmax = Wo

gdzie:
W, =L

1y
2

jest wskaznikiem wytrzymatos$ci na skregcanie tulei o $rednicy d_id,.
Biegunowy moment bezwladnos$ci obliczony wedtug wzoru:

T
1, = ld-d)

I, = 312(0. 1Y~0.08*)=5.793 10 m*
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Wskaznik wytrzymatosci na skrecanie jest rowny:
5793-10°°

° 005
Zatem naprezenie styczne wyniesie:

3-103
fmax = 77586 - 104
Naprezenia styczne w skrajnych wtoknach tulei na §rednicy wewnetrznej oblicza-

ne s3 wedtug wzoru:

=1,1586-10"* m’

= 26,88 MPa

Tmax - Wo(w)
gdzie:
1
W, ==
o(w)
T,
2

jest wskaznikiem wytrzymato$ci na skrgcanie tulei w odniesieniu do $rednicy we-
wnetrznej d,
-6
W) = ST 107y pugrs 10t m?
0,04

Naprezenie styczne wynosi:

_3:10°
T =7 44825 - 10*

[lustracje rozktadu naprezen przedstawiono na rysunku 5.15.

= 20,71 MPa

Trmax

\_—_

e
Rys. 5.15. Rozklad naprezen stycznych na przekroju tulei
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Obliczony kat skrecenia przekrojow A i B wzgledem siebie wedhug wzoru wynosi:
M,.-L

=61
L10° -
Q= 310 005 — =0,003046 rad
85-10"-5793-10
Zamieniajac na stopnie otrzymano:
180°
¢ = T " P(rad)
] o
Q= 80 -0,003046 =0,174°

Vs

Wyznaczanie w przekrojach naprezen t i katow skrecenia ¢ jest niezbgdne
do oceny bezpieczenstwa elementow maszyn, czy catych zespolow, w odniesieniu
do naprezen i katow skrecenia dopuszczalnych.

Przyktad 5.7.

Obliczy¢ maksymalne naprezenia styczne oraz kat skrecenia preta o przekroju
prostokatnym. Prostokat ma wymiary: b =10 cm, # = 14 m i jest obcigzony momentem
skrecajacym M, = 25 kNm. Dhugo$¢ preta wynosi L = 180 cm, a modut sprezystosci
poprzecznej G = 8,5 - 10* MPa. Obcigzony pret przedstawiono na rysunku 5.16.

Rys. 5.16. Pret prostokatny obcigzony momentem skrgcajacym Ms

Rozwigzanie
Z danych w zadaniu wynika, ze

h_ 14
b
1 dla tej wartos$ci z tabeli 5.1 odczytane wspotczynniki wynoszg:
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C,=0,228, C,=0,187, C,=0,865
Nastepnie obliczone maksymalne napr¢zenia styczne maja wartosc:
Mg
Tmax = Ws
gdzie: wskaznik wytrzymato$ci na skrecanie W, = C, - h - b’
Zatem:
M 25-103

Tmax -

- = 78,32 MP
c,-h-b?_ 0,228-0,14 - 0,12 @

Kat skrecenia obliczony wedlug wzoru wynosi:
M - L
TG
gdzie: wskaznik sztywno$ci geometrycznej /, = ¢, - h - b’
Stad kat skrecenia ma warto$¢:
M - L 25-10°-1.8

@

»=5. & h-b® 85-1010.0.187-014-013 0.02022 rad
Po zamianie na stopnie otrzymuje sie:
_180°
»= T " Prad
Q= i -0,02022 = 1,15°

Obliczone naprezenia styczne 1, = 78,32 MPa wystepuja w srodkach dluzszych
bokow prostokata (na rysunku 5.16 bok h).

W $rodkach krotszych bokow prostokata (na rysunku 5.16 bok b) napr¢zenia
styczne wynosza:
T = C3 " Tmax
T = 0,865 78,32 = 67,75 MPa

W narozach przekroju prostokatnego naprezenie styczne T = 0.



6. Zginanie pretow prostych

6. ZGINANIE PRETOW PROSTYCH

6.1. PODZIAL ZAGADNIEN PRZY ZGINANIU

Posréd wielu standow obciazenia pretow, jako elementow konstrukcyjnych wy-
stepuje zginanie. Prety podlegajace zginaniu nazywane sa belkami. W rzeczywistych
uktadach konstrukcyjnych poddawanych obcigzeniom zewng¢trznym wyrdznia si¢:

—  zginanie proste lub ptaskie,

—  zginanie ztozone lub ukos$ne.

Zginanie proste lub plaskie zachodzi wowczas, gdy plaszczyzna obcigzenia
(ptaszczyzna, w ktorej dziataja sily zewnetrzne) pokrywa si¢ z ptaszczyzng gtowna
belki, to jest ptaszczyzna przechodzacg przez o$ belki i jedng z gtownych centralnych
osi bezwtadnosci przekroju. Przyktad ilustrujacy zginanie proste przedstawiono na ry-
sunku 6.1.

Rys. 6.1. Przyktad zginania prostego: Agl — ptaszczyzna gtowna belki

Zginanie ztozone lub ukosne ma miejsce wowczas, gdy ptaszczyzna dziatania sit
zewnetrznych przechodzaca przez srodek belki nie pokrywa si¢ z jej ptaszczyzng gtow-
na. Przypadek ilustrujacy zginanie ukosne przedstawiono na rysunku 6.2.
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Rys. 6.2. Przyklad zginania ukosnego: A , — plaszczyzna obciazenia, a — kat pochylenia ptaszczyny
obcigzenia do osiy

Jezeli sity obcigzajace nie dziatajg prostopadle do osi belki, to w takim przypadku
sitle poprzeczng stanowig rzuty sit zewnetrznych prostopadtych do jej osi. Natomiast
rzuty tych sil na o$ belki wywotuja sity podtuzne. Wynika stad, ze podczas zginania
ukosnego wystepuje takze rozcigganie lub $ciskanie.

6.2. NAPREZENIA NORMALNE
PRZY ZGINANIU PROSTYM

Rozpatrujac zagadnienia napr¢zen normalnych przy zginaniu prostym zaktada
sie, ze przekroje belki sa symetryczne wzgledem plaszczyzny, w ktorej dziataja sity na
belke oraz ze przekroje ptaskie poprzeczne przed deformacja pozostaja takze ptaskie
po deformacji. Przy tak poczynionych zatozeniach w przekroju poprzecznym belki wy-
stapig napr¢zenia normalne o, prostopadte do ptaszczyzny przekroju, co przedstawiono
na rysunku 6.3.

Rys. 6.3. Napre¢zenia normalne w przekroju poprzecznym belki wywotane momentem gnacym M
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Na podstawie rysunku 6.3 zapisano roOwnania wyrazajace sume¢ momentow ele-
mentarne;j sity 6 d4 wzglgdem osi y 1 0si z oraz sumeg sit elementarnych ¢ dA:

XMy =0 [,z 0,dA=M (6.1)
XM, =0 [,y 0,dA=0 (62)
YFy XF,=0 [,0,dA=0 (6.3)

Pomijajac analize odksztatcenia pod wplywem momentu zginajacego, przedsta-
wiono koficowy wz0r na wyznaczenie napr¢zeh 6, w przekroju poprzecznym belki:
On = IM "z (6.4)
y
gdzie: Iy — jest geometrycznym momentem bezwtadno$ci wzgledem osi y, z — jest odle-
gloscia rozpatrywanego pola elementarnego przekroju od osi obojetne;j y.

Na podstawie wzoru (6.4) mozna okresli¢ rozktad naprezen normalnych w prze-
kroju poprzecznym belki wystepujacych przy zginaniu prostym. Z tego wzoru wynika
réwniez, ze maksymalne wartosci napr¢zen wystepuja w miejscach najbardziej odda-
lonych od osi obojetnej. Ilustracje rozktadu naprgzen przedstawiono na rysunku 6.4.

~On max

»

Rys. 6.4. Rozktad naprezen normalnych przy zginaniu prostym

W przekrojach poprzecznych, symetrycznych wzgledem osi obojetnej, najwigk-
sze naprezenia rozciagajace we wioknach belki sg roéwne naprezeniom Sciskajagcym
i odpowiednio wynosza:

M
omax = +—-7
in -, “max (6.5)

Z naprezeniami rozciggajacymi wigze si¢ wydtuzenie widkien materialu belki,

a z napr¢zeniami $ciskajacymi ich skrocenie.
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6.3. NAPREZENIA PRZY ZGINANIU UKOSNYM

W przypadku zginania uko$nego o$ oboj¢tna przechodzi przez $rodek cigzko-
$ci przekroju poprzecznego, nie bedac jednak prostopadla do ptaszczyzny obcigzenia.
Przyktad zginania uko$nego ze sktadowymi momentu gnacego przedstawiono na ry-
sunku 6.5.

Rys. 6.5. Zginanie uko$ne i sktadowe momentu gnacego

Okreslenie naprezen normalnych ¢ w dowolnym punkcie przekroju belki odbywa
si¢ przez sumowanie naprezen wywotanych zginaniem prostym przez sktadowe mo-
mentu M i M, stosujgc wzor:

O—:&.z.'_&.y:M.Sina.
L I,

M-cosa

Z+

6.6
L . 6.6)

Roéwnanie linii obojetnej przekroju poprzecznego belki mozna wyznaczy¢ z row-
nania (6.6), przyrownujac sumaryczne naprezenia do zera.

M-sina M-cosa
Z+ y=0
Iy I; 6.7
—M-cosa-y-ly Iy (6.7
ZI=————T—""= ——-y-ctga
M:sina-l, I,

Na podstawie réwnania (6.7) wyznaczony wspotczynnik kierunkowy linii obojet-
nej ma postac:
—Iyy-ctga

I Iy M
— y y z
=—-—=-ctga=——=-— (6.8)
Iy Iz

R
g9 3 I, M,
Z rdéwnania (6.8) wynika, ze 0§ oboj¢tna tylko wtedy jest prostopadta do ptaszczy-

zny obciazenia (plaszczyzny dzialania sit), gdy geometryczny moment bezwladnosci

przekroju poprzecznego I =1I.
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6.4. LINIA UGIECIA BELKI

W wielu zagadnieniach, oprocz obliczania naprezen, istotne jest takze okreslenie
odksztatcen (przemieszczen) belki.

Wyznaczenie przemieszczen wymaga okreslenia postaci odksztatconej osi belki
zginanej. O$ ta pokrywa si¢ z warstwa obojetng, wobec czego jej promien krzywizny
jest wyrazony za pomocg wzoru:

1_ My
) = (6.9)

gdzie: £ —modut Younga dla materiatu belki, / — geometryczny moment bezwladnosci
przekroju belki, M ) — moment zginajacy, p — promien krzywizny.
Przyktad belki zginanej w ptaszczyznie xy przedstawiono na rysunku 6.6.

7

S

N

-

S

y(x) X

L

<

Rys. 6.6. Belka o odksztatconej osi4 B’ C”’

Posta¢ odksztatconej osi na rysunku 6.6 oznaczona 4 B’ C’ nazywana jest linig
ugigcia, a przemieszczenie liniowe y o ugieciem. W zdecydowanej wigkszo$ci zagad-
niefi technicznych ugigcia y  sa bardzo mate w poréwnaniu do dtugosci belki, wobec
czego promienie krzywizny osi ugigtej sa bardzo duze. Po tych uwagach réwnanie osi
ugigtej zapisano w postaci:

@ty _ Mg
dx? EI

Rozwiagzanie powyzszego réwnania rézniczkowego odbywa si¢ przez dwukrotne
catkowanie stronami.

Z rysunku 6.6 wynika, ze moment gnacy M ) Wyraza si¢ przez zapis:

M(X)ZF(L—x) przy czym o0<x<L

(6.10)

Wstawiajgc wyrazenie M, = F' (L — x) do wzoru (6.10) otrzymuje sig:
d’y _ F(L-x)

dx’ EI
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d’y

2
X

El- == =—-F(L-x)

Po pierwszym catkowaniu wyrazenie przyjmuje postac:
EI-Q:—F~L-)C+F-)C2 +C
dx

Po drugim catkowaniu jest:
2 3

El‘yz—F-L‘%+F~%+Cx+D
State catkowania C i D wyznaczone z warunkdéw brzegowych maja wartosc:
&)
Ax ) ax-o wiecc C=0

) oo =0 wiec D=0

Zatem réwnanie po drugim catkowaniu mozna zapisac:

1 1
El-y= —EFLx2 +8Fx3

El-y = —SFLx? 4 Lpy3
Y= T ke T

—3FLx? + Fx3
6E1
Fx?(x —3L)
Y =TGR

y:

Ostatnie rownanie okresla ugigcie osi belki o dtugosci catkowitej L, utwierdzonej
jak na rysunku 6.6, w odlegtosci x od utwierdzenia (punkt A).

6.5. OKRESLANIE ZNAKOW MOMENTOW ZGINAJACYCH,
SIL. POPRZECZNYCH I PODLUZNYCH

W obliczeniach wytrzymalosciowych belek zginanych wystepuja trzy podstawo-
we wielkosci charakterystyczne dla tej formy deformacji pretow pryzmatycznych. Sa
nimi:

Moment zginajacy M w dowolnym przekroju preta, rozumiany jako suma mo-
mentow wszystkich sit zewnetrznych wystepujacych po jednej stronie tego przekroju,
obliczony wzgledem $rodka ciezkosci przekroju.

Sita poprzeczna 7w dowolnym przekroju preta, jako suma wszystkich sit ze-
wnetrznych potozonych po jednej stronie tego przekroju, rzutowanych na normalng do
osi belki w miejscu przekroju.



6. Zginanie pretow prostych

Sita podtuzna N w dowolnym przekroju preta jest rowna sumie wszystkich sit
zewnetrznych potozonychy po jednej stronie tego przekroju, rzutowanych na styczna
do osi belki w miejscu przekroju. Sita podtuzna N przyjmowana jest jako dodatnia
wowczas, gdy powoduje rozcigganie preta, czyli ma zwrot skierowany na zewnatrz
przekroju.

Znaki dotyczace momentu zginajacego i sity poprzecznej sa kwestia umowy
1 sposob ich okreslenia przedstawiono na rysunku 6.7.

a)

Rys. 6.7. Okreslenie znakoéw momentu zginajacego i sity poprzecznej:
a) moment zginajacy dodatki, b) moment zginajacy ujemny, c) sita poprzeczna dodatnia,
d) sita poprzeczna ujemna

Zgodnie z rysunkiem 6.7, moment zginajacy uwaza si¢ za dodatni, jezeli powo-
duje wygigcie belki w dot. Sita poprzeczna jest dodatnia, jezeli powoduje przesunigcie
lewej strony belki w gore w stosunku do prawej. Wiecej objasnien w kwestii okresla-
nia znakow momentu zginajgcego i sil poprzecznych bedzie podane w przyktadowych
rozwigzaniach zadan.

6.6. SILY ZEWNETRZNE
W PRETACH UKEADOW PELASKICH

Sity, jakie dzialaja na prety dzieli si¢ na obcigzenia i reakcje podpor. Sity ze-
wnetrzne obcigzajace pret moga wystepowac jako sity skupione, jako obcigzenia cig-
gle, lub tez jako pary sit. Obcigzenia cigglte moga by¢ roztozone rownomiernie lub nie-
rownomiernie na dlugosci preta.

W uktadzie ptaskim, to znaczy takim, w ktorym wszystkie osie pretow lezg w jed-
nej plaszczyznie oraz dziatajace na nie obcigzenia takze naleza do tej ptaszczyzny, wy-
réznia si¢ nastgpujgce rodzaje podpor, ktore przedstawiono na rysunku 6.8.
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a)
- >
AN )
y
b)
Rax A S
X
RAy
M
c) A

A
b3
x
“\\‘
v

Rys. 6.8. Rodzaje podpér stosowanych w uktadzie ptaskim xy:
a) podpora przegubowo-przesuwna, b) podpora przegubowo-nieprzesuwna,
c) podpora ptaska utwierdzajaca (utwierdzenie nieprzesuwne)

Belka podparta w punkcie 4 na podporze przegubowo-przesuwnej przedstawionej
na rysunku 6.8 a) ma jedng niewiadomg, ktorg jest reakcja R, dziatajagca na kierunku
osi y, gdyz nie uwzglednia si¢ tu sit tarcia. W podporze takiej odbierany jest jeden sto-
pien swobody, ktory ogranicza przesuw po linii normalnej do ptaszczyzny przesuwu.

W podporze przegubowo-nieprzesuwnej na rysunku 6.8 b) wystepuja dwie nie-
wiadome, jako sktadowe reakcji R, i R " Stosowanie takiej podpory odbiera uktadowi
dwa stopnie swobody, nie dajac mozliwo$ci na przesuw, zarowno w kierunku osi x
jakiy.

Podpora ptaska utwierdzajaca przedstawiona na rysunku 6.8 c) charakteryzuje
si¢ tym, ze odbiera uktadowi trzy stopnie swobody. Nie daje mozliwo$ci przesuwu
w kierunku osi x, ani y, ani tez nie pozwala na obr6t. Stad tez w uktadach z taka pod-
porg wystepujg trzy niewiadome w postaci: sktadowych reakcji R, 1R ,, Oraz momentu
utwierdzenia M.

W zastosowaniach technicznych niekiedy zachodzi potrzeba stosowania podpory
specjalnej, ktéra umozliwia przesuw wzdhuz osi preta, uniemozliwiajgc réwnoczes$nie
obroét. Taka podpore nazywa si¢ utwierdzeniem przesuwnym, ktdrag przedstawiono na
rysunku 6.9.
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nJ

M

Rys. 6.9. Podpora z utwierdzeniem przesuwnym

W utwierdzeniu przesuwnym wystepuja dwie niewiadome. Sa nimi: reakcja R,
oraz moment utwierdzenia M ,.

Sity, jakimi sa obcigzane belki mozna podzieli¢ na:

—  sity skupione F, bedace wypadkowa obciazenia roztozonego na bardzo ma-
lej przestrzeni w porownaniu do wymiarow belki,

—  obciazenie ciggte g, wyrazone w N - m™! roztozone jest na pewnym odcinku
belki, lub na catej jej dtugosci,
pary sit dajace okreslony moment M, wyrazany w N -m.

Przyk}ady takich obcigzen przedstaw1ono na rysunku 6.10.

q = const

a) lF b) ;

nJ

c) q=q(x) d) M,

p) \

S I

Rys. 6.10. Oznaczenie obcigzen belek na schematach obliczeniowych:
a) obcigzenie silg skupiong F, b) obciazenie ciagle state q = const,

¢) obcigzenie ciagle roztozone w sposdb dowolny q = q(x),
d) obcigzenie parg sit 0 momencie Mo

nJ

C )

W rzeczywistych uktadach mechanicznych wystepujace obcigzenia najczesciej
majg charakter obcigzen zmiennych, a w modelach obliczeniowych przyjmowane sa
obciazenia usrednione.
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6.7. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 6.1.

Wyznaczy¢ reakcje w podporach 4 i B oraz narysowac wykres sit poprzecznych
i momentoéw gnacych dla belki spoczywajacej na dwoch podporach i obcigzonej syme-
trycznie sitami £ jak na rysunku 6.11.

y
F F
A B >
Ra R
a a a
Tag F
Tw
T2(x) >
|l |l X
-F
Tig
Mg —
-F-a|

Rys. 6.11. Wykresy sit tnacych i momentdéw gnacych belki obcigzonej sitami poprzecznymi

Rownania rownowagi pozwolg na wyznaczenie reakcji R, i R ;:
> F,=-F+R,+R,~F=0
> M, =-F-a—R,-a+F-2a=0

—F-a+2F-
RB:$:F

a
R,=F-R,+F=F

Reakcje R, i R, sa sobie rtowne: R, =R, = F

Cala dlugos¢ belki podzielono na trzy przedziaty, poczynajac od poczatku uktadu
wspotrzednych (lewa strona belki):

Przedziat I: 0<x,=<a
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Tl(x) =-F
Mg, (x) = —F - x4, ale X, dazy do a, wigc mozna zapisa¢
Mg, (x=0y = —F -a
Na wykresie sit tnacych odmierzono ponizej linii zerowej wartos¢ sity 7, | = -F.
Na wykresie momentéw gnacych odmierzono ponizej linii zerowej warto$¢ mo-
mentu My () = —F - a.
Przedziat II: asx,<2a
T,,=-F+R/=-F+F=0
Mg,y =—F - x; +Ry(x,—a)=—F-2a+F-a=-F-a
W przedziale drugim warto$¢ sity tnacej rowna si¢ zero, a warto$¢ momentu gna-

cego jest stata i wynosi.
Przedziat I1I: 2a =x,< 3a
I,,=F+R +R,=-F+F+F=F
M, =-F-x,+R,(x,—a)+R,(x,~2a)=-F -3a+R,-2a+R, -a=
=-F-3a+F-2a+F-a=0
Na wykresie sit tnacych odmierzono powyzej linii zerowej wartos¢ sity 7, = F.
Wykres momentdéw gnacych w przedziale trzecim maleje od warto$ci
Mé’z (X) = F a,

az do wartos$ci zerowej na koncu belki.

Przyktad 6.2.

Wyznaczy¢ wielkosci podporowe w punkcie 4 belki utwierdzonej obciazo-
nej sitg F' 1 momentem M. Narysowaé tez wykres sil tngcych i momentéw gnacych
dla tego uktadu przedstawionego na rysunku 6.12.
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N : 2

T m
(x)
Taw

WMMMMM ﬁ# x

Rys. 6.12. Wykres sit tngcych i momentéw gnacych belki utwierdzonej

Rozwigzanie
Na podstawie rOwnan rownowagi wyznaczona reakcja R, oraz moment utwier-
dzenia M, wynosi:

> F,=R,-F=0
DM =M, +F-a-M=0

Bezposrednio z tych rownan otrzymano:

R,=F
M,=F-a-M

Belke podzielono na dwa przedziaty:
Przedziat I: 0=x,=<a
T,,=R,=F
Mg y=—My+Ry-x;=—F-a+M+F-a=M
Przedziat II: asx,<a+b

T,,=R,~F=F-F=0

Mgz(x)=_MA+RA'X2—F(XZ—(1)=—MA+F(a+b)_
—Fla+b—-a)=-F-a+M+F-a+F-b—F-b=M

Sporzadzony wykres sit tnacych przedstawiony na rysunku 6.12, w przedziale I
ma warto$¢ sity F, natomiast w przedziale Il uzyskuje warto$¢ zerowa.



6. Zginanie pretow prostych

Wykres momentow gnagcych od warto$ci maksymalnej rownej M, =F - a —M na
poczatku przedziatu I spada do wartosci ujemnej i w przedziale 11 zachowuje stata war-
tos¢ rowng zadanemu momentowi M.

Przyktad 6.3.

Wyznaczy¢ wielkosci podporowe w punkcie 4 i B belki spoczywajgcej na dwoch
podporach i obcigzonej dwoma sitami F, i F, oraz momentem M. Narysowac¢ wykres sit
tngcych 1 momentow gnacych. Obliczenia wykona¢ dla danych: F, =4 kN, F,= 2 kN,
M =4 kNm, a =1 m. Schemat obcigzenia belki przedstawiono na rysunku 6.13.

v 1
Ra Fy R
A B
N M V/\NEY
~ Fa

Taw

H T

Taw
Mg 28/5 kNm

8/5 kNm

4/5 kNm

X

Rys. 6.13. Wykres sil tnacych i momentdéw gnacych belki spoczywajacej na dwoch podporach

Rozwigzanie

Reakcje w podporach 4 i B wyznaczone z rownan rownowagi przyjmuja wartosci:
YFy=Ry—F+F,+Rp =0
YMiypy=Rs-5a—F, -4a+F,-2a+M=0

Rozwiazujac uktad roéwnan i uwzgledniajac dane liczbowe uzyskano wyniki:
R, =Skn

5
R, = 2kN

5

Dokonano podziatu belki na trzy przedzialy:
Przedziat I: 0=x,=a
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8
Tl(x) = RA = gkN
8

8 8
Mgl(x)=RA~x1=5~a=§~1=—kNm

5
W koncu przedziatu I dziata moment M = 4 kNm, nastapi wigc przeskok momentu

M o warto$ci M, co zapisano:
2l

8 28
Mglmax = gl(x)+M =§+4=?kNm
Przedziat II: a=x,=<3a

8 12
Ty =Ra—Fi=g—4=-—kN
Mg, ) = Ra - X, +M—F1(x2—a):§~3a+M—4-2a=
24 4

=?+4‘—8 =§kNm
Przedziat I1I: 3a < x,<5a

8 2
T30 =Ra—F +F, =§—4+2 =—§kN
Mg,y = Ry x3 + M = Fy(x3 — a) + F((x3 — 3a) =

8
=g~5a+M—4'4a+2-2a=

40
= +4-16+4=0

Moment zginajacy na koncu przedziatu III, Mg, =0 jest rownoczesnie potwier-
dzeniem poprawnego rozwigzania zadania, gdyz w podporze B nie wystepuje zginanie.
Wykresy sit tngcych i momentéw gnacych przedstawiono na rysunku 6.13.

Przyktad 6.4.

Obliczy¢ wielkosci podporowe w punkcie A i B belki spoczywajacej na dwoch
podporach, obcigzone;j sita ' i momentem M. Narysowa¢ wykres sit tngcych i momen-
tow gnacych oraz wyznaczy¢ odlegltos¢ x,, w ktorej wykres momentu gngcego przecina
lini¢ zerowa. Obliczenia wykona¢ dla danych: F =5 kN, M_=1 kNm, a =40 cm. Sche-
mat obcigzenia belki przedstawiono na rysunku 6.14.
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M
F Ra Rs K\
A B C
D L\ /] X
a 3a a
T(x) .
,,,,,,, L Tuo
Hﬂ X
Ti 1kNm
1kNm
Mo i
D
wmﬂmﬂw 7777777 “ll“"|||||||”””|||””lllllllllll“l"l||||||||“I“"|||IIIII ...... —
2KNm__ Il“
XO

Rys. 6.14. Wykres sil tnacych i momentéw gnacych belki spoczywajacej na dwoch podporach

Rozwiazanie
Na podstawie réwnan rownowagi wyznaczono reakcje w podporach 4 i B:

> F,=-F+R,+R,=0
DM, =-F+4a+R, *3a-M=0

Z rozwigzania uktadu rownan jest:

R,=T7kN
R,=-2kN

Belkg CD podzielono na trzy przedziaty:
Przedziat I: 0=x,=a
T\, =-F=-5kN
M, ,=-F-a=-5.04=—2kNm
Przedziatll: a <x, < 4a

Iyy=-F+R,=-5+75=25kN

Mg,y =—F -4a+Ry(x; —a) = —=5-1.6+75-1.2 = 1kNm

Przedziat IIl:  4a < x, < Sa

T, =-F+R —R,=-5+75-25=0

Mg,y = —F -5a + Ry(x3 — a) — Rg(x3 — 4a) =
=-5-24+75-16—-25-04 =1kNm
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Sita tngca w przedziale 11l 7, = 0, stad tez moment zginajacy M,;,, w przedzia-
le I1I ma wartos¢ stata, ktéra wynosi 1 kNm.

W kolejnym etapie zadania wyznaczono odlegtos¢ x, od poczatku uktadu wspot-
rzednych do punktu D.

W tym celu utozono roéwnanie:
-Fex,+R, (x,-a)=0
-F-x,+R,-x,—R,a=0
x,(R,~F)=R, " a

Ry-a

" R,—F
_75-04 3
Yo =755 25
Wykres sit tnacych i momentow gnacych wraz ze wspotrzedng x, przedstawiono na
rysunku 6.14.

Xo

1,2m

Przyktad 6.5.

Wyznaczy¢ wielko$ci podporowe belki spoczywajacej na dwoch podporach i ob-
cigzonej, jak pokazano na rysunku. Narysowac¢ wykresy sit tngcych i momentéw gna-
cych oraz wyznaczy¢ odleglo$¢ przeciecia si¢ wykresu sit tnacych z linig zerowa, a tak-
ze wykresu momentow gnacych z linig zerowa. Obliczenia wykona¢, przyjmujac dane:
sita F'= 2qa, moment M, = 2qa®, a obciagzenie ciaggle ¢ na odcinku 2a. Schemat obcia-
zenia belki przedstawiono na rysunku 6.15.

Ma

Rys. 6.15. Wykres sil tnacych i momentéw gnacych z zaznaczonymi miejscami zerowymi
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Rozwigzanie
Roéwnania rownowagi rozpatrywanego ukladu belkowego maja postaé:

D>.F,=R,~F-2qa+R,=0
> M, =R,-3a—F-2a-2qa’-M =0

Po rozwigzaniu uktadu rownan otrzymuje sig:

8
R, = gqa

4
R, = 3 qa

Belke AB podzielono na dwa przedzialy:
Przedziat I: 0=x,=a

8

Tl(x) =R, = 551 a

2

8 8 2
M, =—M,+R, x =-2qa’ +§Qa~xl =-2gd’ +§6]a2 =§qa
Przedziat II: a=x,= 3a

8 4
T, =R,—F—qlx, —a)=5qa—2qa—2qa= -394

1
Mg,x) = Mg + Ry - x; — F(x; — a) —Eq(XZ —a) =

8 1
=—2qa2+§qa-3a—2qa-2a—5q~4a2=0

Moment gnacy w przedziale drugim na rysunku 6.15 przedstawiony jest jako
krzywa drugiego stopnia (fragment paraboli). Ekstremum tej krzywej wystapi w punk-
cie, gdzie sila tngca przecina lini¢ zerowa, a wspotrzedng x, tego punktu wyznacza si¢
z rdwnania:

Toxp) =Ra—F —qlxo—a) =0

8
Tz(xo):§qa—2qa—q-xo+q-a=0

5
—qa—q-x,=0
3 qa—q-x,

3 a
X, = 3

q

5
X, =—a

3

Dla obliczonej wspotrzedne;j

5
X, =—a

3

moment gnacy wynosi:
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' 5 5 1 (5 2
Mg(x,) =MA+RA-—a—F(ga—a)—Eq<—a—a>

3 3
., 8 5 2 1 4,
Mg(x0)=—2qa +§qa§a—2qa§a—§q§a
40 4 2
Mg(x,) = —2qa® +?qa2 '§qa2 —§qa2

8 2
Mg (x0) = 6 qa
Wykres momentéw gnacych przecina lini¢ zerowa w przedziale pierwszym.
Wspotrzedna punktu przeciecia obliczono z nastgpujacego rownania:
-M, +R, -x,, =0

RA ’ XOI = MA
M, 2qa*® 3
Xo1 = — = =—qa
Re = 84,

Wykres sit tngcych i momentow gnacych wraz ze wspotrzgdnymi x i x, przedstawio-
no na rysunku 6.15.

Przyktad 6.6.

Wyznaczy¢ reakcje w podporach A i B oraz narysowac¢ wykres sit tnacych i mo-
mentow gnacych belki obcigzonej jak na rysunku 6.16. Obliczenia wykona¢ przy da-
nych: obcigzenie ciagle g na odcinku a, moment M = 5¢ga’, sita ', = 2qa, sita F, = 3qa

J

R T o _ Rs
A l % f? 4 Fy=2qa
vy -

F2=3qa

T Y T Tel®)
Hmmm |

X
/’;. -
4, |
Tix T
Moy

L 4
=
«dﬂmﬂl@

5 2
31

Rys. 6.16. Wykres sit tnagcych i momentow gnacych belki spoczywajacej na podporach 4 i B
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Rozwigzanie
Reakcje w podporach 4 i B wyznaczono na podstawie rownan rOwnowagi:

ZFly=RA—qa+F1+F2+RB=O
; 3 2 2 2 2
ZMl(A)=§qa + 5qa“ +8qa“ —15qa“ — Rg - 6a =0

Rozwigzujgc uktad rownan ze wzgledu na reakcje R, i R, otrzymano:

1
Ry = o qa
1
Rp = — Eqa
W belce AB wyrdzniono sze$¢ przedziatow:
Przedziat I: 0<x;<a

1
Tixy =Ry = Eqa

M =R _1 _ 1,
G =Ra*x1 =30 a= -qa
PrzedziatIl: a <x, <2a
T.. =R _ 1 o
20 = Ra—qa=5qa—qa=—15qa
Mgz(x) = Ra " x; —Eqa2 =Ry 2a _Eqaz = —§qa2

Przedziat IIl: 2a < x3 < 3a
11
T30) = Tox) = —129%

3 2 3 5 2
MgS(x)zRA'x3_§qa =RA-3a—Eqa =394

Na koncu przedziatu III jest przylozony moment M=5qa’ w punkcie E. Warto$¢
momentu zginajacego w tym punkcie jest rowna:

5 2 2 15 2
Mgz = Mgz + M = 394 + 5qa® = - 7@
Przedzial IV: 3a < x4, < 4a
11
Thoy = T3y = Tox) = — 1399

5 o 1 5, , 17
M94(x):RA'x4—§qa +M=Eqa-4a—§qa + 5qa =-—4qa

Przedzial V:  4a < x5 < 5a

1 35
Tsey =Ry —qa—F =15qa—qa—2qa=—17qa
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7
Mg5(x)=RA'x5—§qa2+M—F1'a=
_tr e, _7 2 2 _ 2 _ 1 2
=99 5a Sqa + 5qa® — 2qa‘ = - q2

Przedziat VI: 5a < x4 < 6a

1 1
T6(x):RA_qa—F1+Fz=Eqa—Qa—2qa+3qa=ﬁqa

9
Mge@x) = Ra " x6 —Eqa2 + M — 4qa® + 3qa? =
1 9
=-—gqa-6a —=qa’+ 5qa’ —4qa®* +3qa* =0
12 2
Na podstawie wyznaczonych sit tnagcych i momentoéw gnacych w poszczegodlnych
przedziatach zbudowano ich wykresy przedstawione na rysunku 6.16.

Przyktad 6.7.

Belka spoczywajaca na podporach 4 i B zostata obcigzona momentem zginaja-
cym M, obcigzeniem ciaglym ¢ oraz silg skupiong F. Wyznaczy¢ reakcje w podporach
A i B oraz narysowa¢ wykres sit tngcych i momentow gnacych. Schemat obcigzone;j
belki przedstawiono na rysunku 6.17.

y g
M=4qa®
Ry s ¢ Re
A ™ B .
D yi X
F=5qa
a a a8 a a
Tey Tilx) Tan
ﬁ
ol L B

Ty (x} Ta

Talx}
Mg

SR B

- amh |
ey i

2 =

2 2
0"

27 .

—

Rys. 6.17. Wykres sit tnacych i momentdéw gnacych belki spoczywajacej na podporach 4 i B
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Rozwigzanie
Na podstawie rownan rownowagi wyznaczono reakcje w podporach 4 i B:

ZFiy=RA—qa+F+RB=O
5
ZML'(A)=M+Eqa2—F-4a—RB-5a=0

Rozwigzanie uktadu rownan prowadzi do wyznaczenia reakcji R, i R,.

po_ 13
A= 10qa
o 27

BT T109¢

Belke AB podzielono na pig¢ przedziatow:

Przedzial I: 0<x <a
13
Tixy =Ry = ~109%
13 13

Mgi(x) = Ra - x1 = 10947 4= —Eqaz

Przedziat 11: a<x,<2a

13
Ty =Ry =Ty = ~109%
13 , 7,
Mgz(x)=RA~x2+M=—1—0qa~2a+4qa =gqa
Przedzial IIl:  2a<x,<3a
13 23
T3y =Ra—qa=—-759a-qa=—15qa
1, 13 , 1 1
Mgsi) = Ry x3 +M—Eqa =—Eqa-3a+4qa 544" —5qa” =
__2
Przedzial IV:  3a<x,<4a
13 23
Taey =Ra —qa=—7pqa—qa = —759a
3 13 , 3
Mg4(x)=RA-x4+M—Eqa =—Eqa-4a+4qa —5qa" =
27
:—Eqa

Przedzial V: da<x,<5a

13 27
Tsy=Rs4—qa+F = —Eqa—qa+5qa =109¢
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5
MQS(X)=RA~x5+M—Eqa2+F‘a=
=B a-5a+4qa? ~ 2qa? + 5qa? = 0
= —1gda-5a+4qa® ——qa® +5qa* =

Wykresy sit tnagcych i momentow gnacych na podstawie uzyskanych wynikoéw
obliczen przedstawiono na rysunku 6.17

Przyktad 6.8.

Wyznaczy¢ reakcje w podporach: A, B, D oraz narysowac¢ wykres sit tnacych
1 momentdéw gnacych uktadu dwodch belek polaczonych przegubowo w punkcie C. Ob-
liczenia wykonac¢ dla danych: F=50 kN, M ;=30 kNm, a=1m. Uktad belkowy z obcig-
zeniem przedstawiono na rysunku 6.18.

y F o Z
C
A ' R o ° .
X
a a a a
-
R, F R, | Be
A - . )
Rp
My T,
A
Ty 'f C D
T Re Tamg NN
Tl!-.l #
i
30 kNm
.‘t —
X

Rys. 6.18. Wykres sit tngcych i momentoéw gnacych dwoch belek potaczonych przegubowo
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Rozwigzanie

Rozpatrywany uktad sktada sie z dwoch belek potaczonych przegubowo w punk-
cie C. Uktad ten nie moze by¢ rozwigzany jako jedna belka, gdyz wystepuja w nim
trzy nieznane reakcje na podporach 4, B i D oraz reakcja wzajemnego oddzialywania
w przegubie C. Rownan rownowagi statycznej mozna napisac tylko trzy.

Aby bylo mozliwe rozwigzanie zadania, uktad nalezy roztaczy¢é w przegubie C
i traktowa¢ jako dwie samodzielne belki.

Rownania rownowagi belki CD 1 wyznaczenie reakcji R i R,

EMi(D)=Rc‘a—MD=O

Stad:
R _MD_30-103
€7 a ” 1

Suma rzutéw sit na o y:

ZFiy =RC+RD =0

Stad:
R,=-R.=-30kN

Na rysunku 6.18 zaznaczono, ze reakcja R, ma zwrot dodatni. Jednakze z obli-
czen wynika, ze rzeczywisty zwrot reakcji R, jest przeciwny do dodatniego kierunku
na osi y.

=30 kN

Utozone warunki rownowagi dla belki ABC pozwola na wyznaczenie reakcji R,
1 R,. Warunki te zapisano:

ZMi(B)=RA-2a—F-a+RC-a=O
ZMi(A)=F-a—RB-2a+RC-3a=0

Stad wyznaczone reakcje R, i R, przyjmujg warto$¢:

Ry=l @ Reca 1. 1o 1 oo 1 3010w
A 2a - 2°¢7 2 2 -
R, = @tRe3a 1. 30 1 ooi3 30=70kn
B 2a ) 27°¢ 72 2 -

Belke podzielono na cztery przedziaty i wyznaczono w poszczegolnych przedzia-
fach sity tnace i momenty gnace.
Przedziat I: 0=x,=a
T, =R,=10kN

Mg,y =Ra- % = 10-1=10kNm

Przedziat 11: asx,< 2a
Ty =R,—F=10-50=-40 kN
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Mg,y =Ry % —F(x;—a)=10-2-50-1=—30kNm

PrzedziatIIl:  2a < x; < 3a
Ty =R,~F+R,=10-50+70=30kN

Mg.x) = Ry~ x3 —F(x3 —a) + Rp(x3 —2a) =10-3-50-2+70-1 =
=0 kNm
PrzedziatIV:  3a < x, < 4a
Tu uwaga, przedziat IV dotyczy belki CD na rysunku 6.18, wiec jest:
T, =R-=30kN
Mg, ) = Rc(x4 —3a) =301 =30 kNm
Wyznaczone sity tnagce w przedziale III i IV sa sobie rowne, to znaczy
T, = T,, = 30 kN. Obliczony moment gnagcy w przegubie C ma warto$¢ zerows,
co jest zgodne z regula, ze przeguby nie przenosza momentow zginajacych.
Wyznaczona wspotrzedna punktu przecigcia si¢ wykresu momentu zginajacego
z linig zerowg w przedziale drugim, wynosi:
R, x,—F(x,—a)=0
R, x,-F-x +F-a=0
x,(R,—F)=-F-a
—F-a -50-1 =50 5
Yo TR —F 10-50 —40 4™
Wykres sit tngcych i momentow gnacych wraz ze wspotrzedng x, przedstawiono
na rysunku 6.18.

Przyktad 6.9.

Wyznaczy¢ wielkosci podporowe w punkcie 4 i C dwoch belek potaczonych prze-
gubowo w punkcie B oraz narysowac wykres sit tnagcych i momentow gnacych dla tego
uktadu. Dane sg nastepujace: obciazenie ciagte wynosi g, sita skupiona .

Schemat obcigzenia belek przedstawiono na rysunku 6.19.
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Y| q
Wﬂﬂmﬁmﬂﬂ]s ’
A
7 C X
LN .
a a a
F|
Ra a
w AL LI
L1 Re
Rg Mc
B
T Z
F Rc
)
+ Tao
Fpal2a x
T2(x)
Mg
N 1/8 qa?
+
X
1/2 ga?
1/2 qa?

Rys. 6.19. Wykres sit tnacych i momentéw gnacych dwoch belek potaczonych ze sobg przegubowo
w punkcie B

Rozwigzanie

Belke ABC rozdzielono w przegubie B na dwie czesci. Jest to belka AB 1 BC. Prze-
gub B zostanie zastgpiony reakcjami wzajemnego oddziatywania R, = -R,.

Reakcje w podporze 4 i w przegubie B wyznaczono z rdwnan rownowagi dla cze-
$ci belki 4B:

zFiyzRA_Q'a+RB=0
1
ZMi(B) =RA-a—§qa2:0
1
RA=RB=Eqa

Rownania rownowagi dla czesci belki BC oraz wyznaczenie reakcji R 1 mo-
mentu utwierdzenia M :

ZFiy:_RB+F+RC:O

ZMi(B):MC—Rc'Za_F‘Cl:O
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Stad R réwna sig:

1 1
Rc=Rg—F=-qa—=qa=0

2 2
1 1
M, =RC-2a+F-a=0-2a+zqa-a:§qa2
Dhugosé¢ catej belki ABC podzielono na trzy przedziaty:
Przedziat I: 0<x,=a (dotyczy belki AB)
1 1
hm=Ri—q-xy=5qa—-qa=--qa
1 5 1 5
Mg ) = Ra-x1 —qu1 = Eqa —Eqa =0
Dla belki BC przedziaty: 11 i 11
PrzedziatII: a <x,<2a
1
To = —Rp = —74qa
1 1
Mg,) = —Rp(x; —a) = ——qa-a=-7qa
Przedziat IIl:  2a < x; < 3a
1 1
T30 =—Rp+F = —Eqa+§qa =0

1 1 1,
Mg,y = —Rp(x3 —a) + F(x3 — 2a) = —Eqa-2a+zqa-a = —Eqa

Wspohrzedna przecigeia wykresu sit tnacych 7', z linig zerowa wyznaczono z za-

x)

leznosci:
R,—q-x,=0
1
542~ q %o = 0
1qa 1
X, =2 ___g4
q 2

Wykres momentow gnacych M, jako fragment paraboli drugiego stopnia uzy-
skuje warto$s¢ maksymalng w przedziale pierwszym w miejscu o wspolrzednej x — la .
Dla tej wspotrzednej wyznaczona warto§¢ momentu gnacego wynosi:
1 1 (1 )‘ 1 1 1

M =R, - —q —— - — 2 _ 2 _ 2
gito=gay A4 T304 T4 It =g

Wykres sit thacych i momentéw gnacych przedstawiono na rysunku 6.19.
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7. ZAGADNIENIA WYBRANE
—METODY ENERGETYCZNE

7.1. UKLADY STATYCZNIE WYZNACZALNE,
TWIERDZENIE CASTIGLIANA

Stosowanie metod energetycznych w analizie wytrzymatos$ciowej elementow
konstrukcyjnych utatwia ich rozwigzywanie. W metodzie tej korzysta si¢ z wzorow,
ktore wykorzystuja energie sprezystg nagromadzona w materiale. Energia odksztatce-
nia U, jako energia potencjalna w zalezno$ci od obcigzenia elementu konstrukcyjnego
wyrazana jest za pomocg odpowiednich wzorow.

Rozcigganie i Sciskanie:

dU 1 N?
dx 2 EA
Zginanie:
du 1 M,
dx 2 El
Skrecanie:
av_1 M
dx 2 GI,~

gdzie: U — energia sprezysta, NV — sita normalna rozciggajaca lub $ciskajaca, £ — mo-
duf Younga, 4 — przekrdj poprzeczny preta, M, — moment zginajacy, / — geometryczny
moment bezwladnosci przy zginaniu, M, — moment skrecajacy, G — modut sprezystosci
poprzecznej lub modut Kirchoffa, I, biegunowy moment bezwladnosci przy skre¢caniu.

Jak z powyzszych wzorow widac, Ze energia spr¢zysta jednostki preta, jest rowna
potowie ilorazu kwadratu sity wewnetrznej i odpowiedniej sztywnosci.

W analizie uktadow liniowo-sprezystych stosowana jest zasada zachowania ener-
gii. Wedlug tej zasady, praca uogdlnionych sit zewnetrznych na odpowiadajacych im
przemieszczeniach uogdlnionych jest rowna energii wewngtrznej U odksztatcenia
sprezystego.

Dla ukladow liniowo-sprezystych pochodna czastkowa energii sprezystej we-
wnetrznej catego uktadu wzgledem jednej z niezaleznie dziatajacych sit uogolnionych,
jest rowna przemieszczeniu uogoélnionemu odpowiadajacemu tej sile. Formuta ta moze

by¢ zapisana wzorem:
ouU _ 5 (7.1)
oF,
Wzér (7.1) wyraza twierdzenie Castigliano. Zaleznos¢ (7.1) moze by¢ zapisana
tez w innej postaci:
Wl _ F (7.2)
05,
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Zaleznos¢ te odczytuje sie, ze pochodna czgstkowa energii sprezystej wzgledem
przemieszczenia rowna si¢ sile powodujacej to przemieszczenie. Jezeli wydarzy si¢
tak, ze w danym uktadzie nie ma rzeczywistej sity £}, odpowiadajacej poszukiwanemu
przemieszczeniu 0, to nalezy przytozy¢ odpowiednig site fikcyjng F; ktorg po wykona-
niu rézniczkowania przyréwnuje si¢ do zera.

Przyjecie zwrotu sity fikcyjnej moze by¢ dowolne. Jezeli wynik obliczen prze-
mieszczenia d; jest dodatni, to zwrot przemieszczenia jest zgodny, a jezeli ujemny, to
przeciwny do zwrotu F;.

Twierdzenie Castigliana wykorzystywane jest do wyznaczania przemieszczen
pretow zginanych, stosujac nastepujacy wzor na energi¢ sprezysta nagromadzong
w catym precie o dtugosci L:

1 MZ

— 8

U—!zE] dx (7.3)

Wzér powyzszy dotyczy preta o jednakowej srednicy na catej dlugosci L. Jezeli

$rednica preta zmienia si¢ na dtugosci, albo uktad sktada sie z kilku pretow, to energie

sprezysta nalezy wyznaczy¢ jako sume energii nagromadzonej we wszystkich pretach:
M

n L 2
U= £ d (7.4)
2o

Po zrozniczkowaniu wzor na przemieszczenie ; przyjmuje postac:
N oM
o=y —|M

o

3 Ff dL (7.5)

Wzor (7.5) ma zastosowanie do wyznaczania przemieszczen, jak rowniez do wy-
znaczania kata obrotu analizowanych uktadéw pretowych. Jezeli obliczane jest prze-
mieszczenie, to w wyrazeniu podcatkowym pochodna czastkowa momentu gnacego
liczona jest wedtug sity dziatajacej w miejscu szukanego przemieszczenia. Natomiast,
gdy do wyznaczenia jest kat obrotu, to pochodng czastkowa momentu gnacego nalezy
policzy¢ wzgledem momentu przytozonego w punkcie przekroju, ktérego kat obrotu
ma by¢ liczony. Jest jeszcze jedna uwaga, w przypadku kiedy w punkcie przekroju,
w ktorym liczone jest ugigcie lub kat obrotu, nie ma sity czy momentu, to nalezy przy-
tozy¢ tak zwang site fikcyjng lub moment fikcyjny i wykonywac dziatania jak wskazu-
je wzér (7.5). Po zakonczeniu obliczen do uzyskanych wyrazen w miejsce przyjetych
fikcyjnie wielkos$ci nalezy wstawic zero.
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7.2. UKLADY STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE,
TWIERDZENIE MENABRE’A

W uktadach statycznie niewyznaczalnych energi¢ wewnetrzng mozna wyrazié
jako funkcje obcigzen zewnetrznych F), F,... F, ireakcji hiperstatycznych X i traktowa-
nych jako zmienne niezalezne, czyli:

U=f(F,F,..F

XX, X)) (7.6)
W miejscach wystepowania reakcji hiperstatycznych przemieszczenia majg war-
tosci zerowe, wiec zgodnie z twierdzeniem Castigliano mozna napisa¢ wyrazenie o mi-
nimum energii w nastgpujacej postaci:
Y _, (7.7)
oX,

Réwnanie (7.7) wyraza twierdzenie Menabre’a, ktore mozna wypowiedziec,
ze pochodna czagstkowa energii wewngtrznej calego uktadu wzgledem reakcji hipersta-
tycznej jest rowna zero. Przy rozwigzywaniu uktadow statycznie niewyznaczalnych,
rownan (7.7) uklada si¢ tyle, ile w danym uktadzie jest reakcji hiperstatycznych.

7.3. PRZYKLADY ZADAN Z ROZWIAZANIAMI

Przyktad 7.1.

Belke utwierdzong w punkcie A obcigzono sitg skupiong F na jej koncu. Sztyw-
no$¢ belki na catej dhlugosci jest jednakowa i wynosi £1. Obliczy¢ ugigcie belki w punk-
cie B. Schemat obcigzenia belki przedstawiono na rysunku 7.1.

Y
>
L <
;B
=
p
w

Y8

a

Rys. 7.1. Ugiecie y, belki utwierdzonej

Rozwigzanie

W punkcie utwierdzenia belki zaznaczono reakcj¢ R, i moment utwierdzenia M.
Nie bedg one jednak obliczane, gdyz do wyznaczenia ugigcia belki w punkcie B nie ma
takiej koniecznosci.
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Do wyznaczenia ugigcia stosuje si¢ wzor (7.4) z twierdzenia Castigliano. Belka
na rysunku 7.1 ma jeden przedzial, a wigc jej ugiecie w punkcie B wyraza si¢ wzorem

W postaci:
L OM
V5= I Maty o 9

Na podstawie rysunku 7.1 moment zginajacy M, zapisano wzorem:
Mgm =F-x
Pochodng czastkowa tego momentu wyznacza si¢ wedtlug sity F dziatajacej
w punkcie B, gdyz ugigcie belki jest liczone wtasnie w tym punkcie.
OM
oF

Stad ugigcie belki y, jest rowne:

=X

1 ¢ 1+, Fl¥

y3=5!(F-x)xdx=E-F£x dx=5?0
_Fd’
Y

Wedtug ostatniego wyrazenia na y, mozna wyznacza¢ ugigcie belki o dowolnej
dlugosci a i o dowolnym przekroju, ktoéry zawiera si¢ w geometrycznym momencie
bezwtadnosci, obcigzonej wedlug schematu przedstawionego na rysunku 7.1.

Przyktad 7.2.

Obliczy¢ ugiecie belki w punkcie B, obcigzonej sitg skupiona F, momentem M
oraz obcigzeniem ciaglym g. Sztywno$¢ belki jest stata i wynosi £I. Schemat obcigze-
nia belki przedstawiono na rysunku 7.2.

Jak w zadaniu poprzednim nalezy stosowaé twierdzenie Castigialno.

Y|

M X q

A - &
Ra F=qa \g/ /
A B X

|

a a a

Rys. 7.2. Schemat obciazenia belki utwierdzone;j
Rozwigzanie

W tym przypadku rowniez nie beda wyznaczane wielkosci podporowe w punkcie 4.



7. Zagadnienia wybrane — metody energetyczne

Do wyznaczenia jest ugigcie belki w punkcie B, a w punkcie B nie ma przyto-
zonej sity, wedtug ktorej wzor (7.5) wskazuje liczenie pochodnej czastkowej. Nalezy
zatem w punkcie B przylozy¢ sil¢ fikcyjng F,= 0, o kierunku przemieszczenia punktu
B. Nowy ukfad belkowy z dodatkowq sifg fikcyjng F; przedstawiono na rysunku 7.3.

Y|
$
7 M & 9 F
7 A — f
Ra F=qga N 1
“
7
A B
2 X
a a a

Rys. 7.3. Schemat obcigzenia belki utwierdzonej z dodatkows sita fikcyjna /,w punkcie B

Aby nie zaggszcza¢ rysunku nie bedg na nim naniesione przedziaty oznaczone
jako: x,, x,, x;, na ktére zostala podzielona dtugos¢ belki AB. W poszczegolnych prze-
dziatach okreslono momenty zginajace.

Przedziat I: 0<x,<a

1
Mgl(x) =F;-x +qu12
PrzedziatII: a =<x,<2a
M, =Fx, +qa(x2 —%aj+M =F, -x, +qa(x2 —%a]+qa2
Przedziat I11I: 2a =x; < 3a

1
M, =F;-x -i—qra(x3 —Eaj+M+F(x3 —Za)z

&

1
=F,-x, +qa(x3 —Ea]+qa2 +qalx, —2a)

Korzystajac z twierdzenia Castigliana wzor (7.5), ugigcie belki w punkcie B wy-
razono zapisem:

szélij:Mg‘(x) jM —l) gy +jM 8]:;[—;’;(")dx3

Obliczenie pochodnych czastkowych wedlug sity fikcyjnej F, daje:

1
OF x+—qg-x’
M, _ (‘f P 'j

oF, oF,

:xl
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1
6(F - X +qa(x —aj+qa]
My U T2

:x2
o, o,
1
O F -x,+qa x,—a |+qga*(x,—2a
o, (_, s Q[s 5 j qa’(x, )j_x
- -3
oF, oF,

Po wyznaczeniu pochodnych czastkowych rownanie na ugiecie y, przyjmuje postac:

1 a 1 2a 1
Vg :E[I(F/ X +Eq'x12j'xldxl + _[(Ff IR +qa(x2 _EaJ"'qaZ\]'

o a

3a
- X,dx, + j[[fj X+ qa(x3 - % aj +qd’ + qa(x3 - 2a)j . x3dx3}
2a

Dalsze dziatania prowadza do zapisu:

—L F x_13+l x4 a+ F .x_;+ a.x_;__ az.x_22+ a .x_zz
Ve El 53 Sql I q q q >

1 1 1 8 8
Vs :EK—F a’ +§qa4)+(§F/~ -a’ +§qa4 -qad* +2qa4j—

1 1 1 1 9
—|=F, -a’+=qa* ——qa' +—qa' |+|9F, -a’ +9qa’ —=qa"’ +
(3 f J9a' =4 ad' +24 ] ( , ga' =24

+2qa4 +9qa’ —9qa4j—(§Ff -a’ -|-§qa4 —qa' +2qa’+ §qa4 —4qa4j
2 3 3 3
Redukcja wyrazow podobnych prowadzi do rownania:
1 97
=—|9F, -a’ +~=qa’

Y E ( / g1 J

Sife fikcyjng F,nalezy opusci¢, gdyz z zatozenia F,= 0, co ostatecznie daje wynik
ugiecia belki w punkcie B:

97qa’
Vg = 1
SEI

Przyktad 7.3.
Obliczy¢ wielko$ci podporowe w punkcie 4 i B belki przedstawionej na rysun-
ku 7.4. Sztywnos¢ belki EI na catej dtugosci jest jednakowa.
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Y|
q
% Ra Rs
A B
X
Ma
X
a
Rys. 7.4. Schemat obciazenia belki statycznie niewyznaczalnej
Rozwigzanie

W rozpatrywanym uktadzie belkowym wystepuja trzy wielkosci podporowe: R,
R, 1 M,. Robwnan rownowagi mozna napisa¢ dwa. Zatem uktad jest jednokrotnie sta-
tycznie niewyznaczalny. Do rozwigzania tego zadania bedzie zastosowane twierdzenie
Menabre’a.
Roéwnania rownowagi dla belki AB zapisano:
F,=R,—qa+R,=0

1
ZMi(B) =-M,+R, ~a—5qa2 =0

Jako wielko$¢ hiperstatyczng przyjeto moment utwierdzenia M ,.
Wykorzystanie warunku o minimum energii pozwoli na otrzymanie dodatkowego
réwnania. Warunek o minimum energii:
ou
=0
oM ,

Energie sprezystg belki wyraza rGwnanie opisujace jej zginanie:

1
M ):—MA+RA-)C—qu2

glx

Wzor na M, ,, wyrazajacy energi¢ sprezysta belki zawiera sity czynne g, wielko$¢
hiperstatyczng M, i reakcje podpory R ,. Natomiast wymaga si¢, aby energia ta byta wy-
razona wylacznie przez sity czynne 1 wielkosci hiperstatyczne. Zatem reakcj¢ R, nalezy

wyznaczy¢ z warunku rownowagi, ktora jest rOwna:

M, 1
R,=—2+—qa
A P 5 q
i nastepnie wstawi¢ do rownania na moment zginajacy, ktore wyraza energie sprezysta:

x 1 |
M, y=-M,+M, -;+Eq~a-x—5qx
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Rownanie dodatkowe:

ou -0
oM,
przyjmuje postac:
L, e geg
EIY Y o,

Wyznaczona pochodna czastkowa jest rowna:
x 1 1
oM, 8[—MA +M, -;+§q-a-x—§qx j x
oM | oM | a

Nastepnie tak wyznaczong pochodng czastkowa wstawia si¢ do wyrazenia pod-
catkowego:

1 ¢ x 1 I L) («x
— ||| -M,+M, - —+—q-a-x——qgx" |-| ——1]||dx=0
EIK AT 24 j(a H

Wykonane dziatania matematyczne prowadzg do wyznaczenia momentu utwier-
dzenia M,:
1% X x 1 1 X x 1 1
— | -M, =+M, - S+=q ——qg—-—+M,-M - ———qax+—qx’ |dx=0
E]([Aa P L L zq}

a 2 3
L —ZMA'£+MA-X—2+qx2—lq-x—+MA—lqax dx=0
a a 27 a 2

EIY

r 2 3 3 4 27
i _ZMA x_+ 2A +q-x——i-x—+MA X_M.x_ =0
EI| a 2 3 2a 4 2 2 )

EI|3 24
L;tO
EI
Zatem
1 1
3Maa iqcfzo
—qa’ 3
24 3ga 1
M: =—=—0gd
R TP
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Wracajac do rownan rownowagi wyznaczono reakcje R, i R:

M/4+lqa2 lqa2+lqaz éqa2
Roo 2" _gT T g1 s
a a a 8

5 3
R, =qa—R, =qa—§qa=§qa

Tym samym wszystkie wielko$ci podporowe zostaty wyznaczone.

Przyktad 7.4.

Belka utwierdzona, dodatkowo spoczywa na dwoch podporach. Wyznaczy¢ reak-
cje w podporach 4, B, C oraz moment utwierdzenia M,. Sztywnos$¢ belki E7 jest stata
na catej dlugosci. Schemat obcigzenia belki przedstawiono na rysunku 7.5.

y
q
RC RB RA
c B A X
= =1 %
Ma
a a
|
Rys. 7.5. Schemat obciazenia belki dwuprzegstowe;j
Rozwigzanie

Belka ABC posiada cztery wielko$ci podporowe: reakcje R, R,, R oraz moment
utwierdzenia M ,. Rownan rownowagi moze by¢ dwa. Zatem belka jest dwukrotnie hi-
perstatyczna.

Posta¢ dwoch rownan rownowagi mozna zapisac:

E.y =R, +R,+R.—2qa=0
> M y=M,+R,-a+R.-2a-2qa’=0

Przy rozwigzywaniu zadania stosuje si¢ twierdzenie Menabre’a.
Jako wielkoSci hiperstatyczne przyjeto reakcje R, 1 R ... A zatem korzysta si¢ z wa-
runku na minimum energii wyrazonego w postaci:
ou oUu

—=0 oraz =

OR, C

Belke podzielono na dwa przedziaty:
Przedziat I: 0=x,=a
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1
Mg‘(x) =R.-x _qulz

My _
oR,

My _
OR ‘

C
Przedziat I1: asx,< 2a

1
M, y=Rc-x, +RB(X2 _a)_quzz

M) _ 1 4
R, ’
M _
R, ’

Na podstawie twierdzenia Menabre’a zapisano:

ou 17 1 1 1
E:EO(RC-xI—qufj-xjdxwLE![Rc-xzwLRB(xz—a)—quj}-xzdx=0

3 4
a_Uzi RC.a__iq.a_ +L(ZRC.a3+ZRB.a3_§RB.a3_£qa4j=0
OR. EI 3 2 4 ) EI\3 3 2 8

2a

Po wykonaniu dziatan otrzymano:

gRC -a +%RB -a’—2qa* =0

%RC -a’ +%RB -a’ =2qa"

%Rc-i-%RB =2qa

%zéjO-dx+éT[Rc-xz+RB(x2—a)—%qx22](x2—a)dsz

%=é(§RC -a’ +§RB @’ -3R,-a’ —%qa" —%RC -a’+R,-a’ +§qa4j=0
Po dalszych obliczeniach otrzymuje si¢:

éRc‘a3+%RB-a3 =%qa4

%RC+§RB =12—Z‘qa

Otrzymane wyniki pozwalaja ulozy¢ uktad réwnan, z ktérego wyznaczy si¢ wiel-
kos$ci podporowe analizowanej belki:
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8 5
ERC‘FERB:an
5 1 17
2R 4+-R, =—_
6 T3 T
an—%RB 3(2qa—RBj
R.= g ;
3
5
15\ 2ga—> R
20§ BLAR 7,
48 e
8
RB=7qa

R, jest jedng z poszukiwanych wielkosci hiperstatycznych.

Sp 17 13

6 T g1y

5 17 8

—R. =—qga——qa

6 T
11

R.=—aqga

c=5g4

R jest druga poszukiwang wielko$cig hiperstatyczna.
Pozostate wielkosci podporowe: R, i moment utwierdzenia M, wyznacza si¢
z warunkoéw réwnowagi:

R,=2ga—R.—R, =2q—£qa—§qa

28 7
13
R, =—
1758 qa
8 22
M, =2qa’-R,-a—R.-2a=2qa’ ——qa’ ——qa’
7 28
1
M, :ﬁqaz

Wszystkie wielkosci podporowe: R,, Ry, R, M, zostaly wyznaczone.

Przyktad 7.5.
Wyznaczy¢ reakcje w podporach 4 i B uktadu przedstawionego na rysunku 7.6,
jezeli dane sa: moment obcigzajacy M oraz wymiary liniowe a.
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Ma 7 Ra

1/4a > 3/4a

A

Rys. 7.6. Belka obustronnie utwierdzona w punktach 4 i B

Rozwigzanie
W ukladzie belkowym wystepuja reakcje: R, R,, M,, M,. Na podstawie rysunku
mozna napisaé¢ nastepujace rownania:

Y F,=R,+R;=0
DM, =M, +M-R,-a+M,=0

Réwnan jest dwa, a cztery niewiadome. Zatem uktad jest dwukrotnie statycznie
niewyznaczalny. Jako wielkoS$ci hiperstatyczne przyjeto: R, i M,.
W uktadzie belkowym 4B wyr6zniono dwa przedziaty:

PrzedziatI: g < x < la
Przedzial 11: ia <x<a
4

Energia sprezysta catkowita belki AB sktada si¢ z energii U, w przedziale I oraz z ener-
gii U, w przedziale II.

2E1
1 ¢ .,
2:E 1 Mgz(x)dx
;a
U:U]+U2

Momenty gnace w przedziale I i II odpowiednio wynosza:
M, =M +R, x
M =M,+R,-x+M

g2(x)
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Majac na uwadze twierdzenie o mniimum energii, mozna napisa¢ rownania:
ou

oR,
oU
oM,

=0

Podstawiajac odpowiednie wyrazenia na energi¢ U, uzyska si¢ rownanie:
1

17 oM e oM
a_Uz_,J'M . gI(X)dx+L~J.M ) 200 g0
OR, EI 4 ¢ OR, EI 7 ¢ OR,
4
Obliczona pochodna czastkowa M, i M,,

R, wynosi:
M) _ (M, +R-x) _

R, oR,
M) O(M,+R,-x+M) .

R, R,

a

wzgledem wielkos$ci hiperstatyczne;j

Nastepnie pochodne te pozwola uzyska¢ rownanie:

a

1
4a
1
I-!;(MA+RA-x)xdx+E-J(MA+RA-x+M)xdx=0
1

& |~

4
a

1 1 %
— (M, x+R,- X" )dx+—- | (M, -x+R,-x’+M -x)dx =0
EI ! ! E],-[ !
4
1

iiMA-x2+iRA-x34 +iiMA-x2+£RA-x3+£M-x2 =0
El2 , EI|2 3 2 é"
1
E[éMA'aﬁ_éRA-aZj*_

1 (1
+—(—MA-a2+£RA-a3+lM-a2—LMA-az—

EI\2 3 2 32

1 1
—@RA-cf—EMA-aZj:O

Po redukcji wyrazow podobnych otrzymuje sig:

L iMA-a2+EM-a2+£RA-a3 =0
EI\2 32 3

143



144  Jan Zwolak, WYTRZYMALOSC MATERIALOW W ZADANIACH

S = (), Wigc pozostaje:
El

1 1 1
—MA-a2+—5M-a2+—RA-a3=0
2 32 3

Rownanie wyznaczajace pochodng czastkowa energii wzgledem drugiej wielko-

sci hiperstatycznej M, ma postac:
1

oU 17 oM I(x 1 g oM 2(x)
=—-IMg](X)-#dx+—-J‘Mg2(x)- £ dx=0
oM, EI i oM , EI ; oM ,

;a

wzgledem M, sa rOwne:

Pochodne czastkowe M, 1 M,
aMg](X) _ 8(MA +RA 'x) _

1
oM , oM ,
oM ., za(MA+RA-x+M):]
oM oM ,

A

1
JEA K
—-j(M +R ~x)dx+—-J.(M +R, - x+M )dx=0
E] ) A A E] ; A A

—da

4

LMA'x+iRA~x24 +LMA~x+iRA~x2+M'x =0
EI 2 , EI 2 1,
4
i iMA~a+iRA-a2 +
EI\4 32
1 1 1 1 1
+—|M,-a+=R,-a’+M-a——M,-a——R,-a’—~M,-a|=0
EI 2 4 32 4
Redukujac wyrazy podobne rownanie uzyska postac:
1

— MA-a+§M-a+lRA-aZ =0
EI 4 2

1 .. ., .
— # (), zatem wyrazenie w nawiasie roéwne jest 0.

1
MA-a+iM-a+—RA'a2:0
4 2

Ostatecznie dla uktadu belkowego z rysunku 7.6. mozna napisac cztrey rownania,
a wiec uktad ten jest juz wyznaczalny (cztery niewiadome i cztery rownania).
R +B =0
A B

M, +M—-Ry-a+M,=0
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iMA-a2+£M-a2+£RA'LZSZO
2 32 3

3 1 2
M,-a+—M-a+—R,-a=0

4 2

Na podstawie réwnania czwartego wyrazenie na moment M, mozna zapisac:

3 1
MA Z—ZM—ERA'CI
i wstawi¢ do réwnania trzeciego, a to pozwoli wyznaczy¢ reakcje R ,:
L —EM—lRsz -a2+£M~a2+iRA~a3 =0
2\ 4 2 32 3
LRA'a3+iM-a2 =0
12 32
M
-1
8a

Moment utwierdzenia M, jest rowny:

1( 9IM
MA :_EM__(_EJ‘LI

4 2
3
M, =——
16
Z rdéwnania pierwszego wyznaczona reakcja R, jest rOwna:
Ry =-R,
R M
8a
Moment utwierdzenia M, wyznaczony z rownania drugiego jest réwny:
—iM M—-———a+M,=0
16 a
M, = iM -M+ 2M
16 8
5
M, =—
"6

Ostatecznie uktad dwukrotnie statycznie niewyznaczalny zostal rozwigzany,
a jego wielko$ci podporowe wynosza:
1. Reakcja RAz—%
8a
2. Reakcja R, _IM
8a

. . 3
3. Moment utwierdzenia M , =— EM

4. Moment utwierdzenia M, = %M

145



146

Jan Zwolak, WYTRZYMALOSC MATERIALOW W ZADANIACH

Przyktad 7.6.

Wyznaczy¢ reakcje w podporach 4 i B oraz moment utwierdzenia M, uktadu bel-
kowego przedstawionego na rysunku 7.7, jezeli dane s3: sita F, moment M., wymiar
liniowy a. Sztywnos¢ belki E7 jest stata na catej dtugosci.

y

Ma 27 Ra
A Mo
Rs F
B v >
A C X
D
1/2a
|= a >le a

Rys. 7.7. Belka utwioerdzona w punkcie 4 z dodatkowym podparciem w punkcie B

Rozwigzanie
Reakcje wystepujace w uktadzie belkowym sg nastgpujace: R, M, R,.
Réwnania rownowagi, jakie mozna napisa¢ na podstawie rysunku:
ZFiyZRA-l_RB_F:O
3
> M, =M,—R, ~a+3F-a—Mc =0

Uktad jest jednokrotnie hiperstatyczny. Dwa rownania, a trzy niewiadome:
R, M, R, Jako wielko$¢ hiperstatyczng przyjeto reakcje R,
Na uktad belkowy A-B-C sktadajg si¢ trzy przedziaty:
PrzedzialI: 0 <x<a

3
Przedziat II: a<x< Ea

Przedzial I1I: Ea <x<2a

Energia sprezysta calkowita belki jest sumg energii w poszczegodlnych przedziatach:

U=U+U,+U,

U, = ! HMZ dx

I_E.;[ gl(x)
3

1,
U, = T j M, dx
2a
1

— 2
U3 - m * 3-’- MgS(x) dx

Ea
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Momenty gngce w poszczegolnych przedziatach wynosza:

M, =M, +R,-x
Mgo(xy = Mg + Ry - x + Rp(x — a)

3
M93(x):MA+RA'X+RB(x—a)—F<x_Ea)

Zgodnie z twierdzeniem o minimum energii jest:
oUu

oR,
Pochodng czastkowa energii calkowitej wzgledem wielkos$ci hiperstatycznej R,

zapisano rownaniem: 3
Sa
2

OR, EI f 9@ Tap g f I R T
0 a

o | Mysco dx
El 9309 9R,

2
2

Pochodna czastkowa momentéw gnacych M, ., M,,.,, M,;,, wzgledem R, jest
réwna:

M) _ (M, +R,-x) _

R, R,
OM o) _O(M,+R,-x+Ry(x-a) _
OR, R, ;
oM 5., a[MA+RA'X+RB(x_a)—F(x_2aJ
= :x
R, OR,

Wstawiajac wyznaczone pochodne czastkowe do réwnania gldwnego aaTU:O

uzyska sig¢ trzecie rownanie, ktére pozwoli na rozwiagzanie uktadu belkowego.
3

ou 1 1
GR =7 J.(M +R, x)xdx+— I[M +R, x+R x a]xdx+E-

2a
-J[MA +RA-x+RB(x—a)—F(x—§aﬂxdx=0
3
Ea
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a

+
0

111 1
——MA'x2+—RA-x3
El2 3

3

1|1 1 I I 2

t—|=M, X’ +=R, X’ +=R, X’ —=R,-a-x’| +
EIl|2 3 3 2

a

111 1 1 1 )
t—|=M, X’ +=R, X’ +=R, X’ —=R,-a-X’ ——F-x’ +
El2 3 3 2 3
2a
=0

3
—a

2

+£F~a-x2

L iMA-aZvLiRsz2 +
EI\2 3

1 2 2 1
+[QMA-a2+7RA-a3+7R3-a3—9RB~a3—MA-az—
EI\S8 24 24 8 2

1 1 1
—ERA -a3—3RB-a3+2RB-a3j+

+L 2MA.a2+§RA-a3+§RB-a3—2RB~a3—§F.a5+
EI 3 3 3

+3F-a’ —EMA -a’ —ZRA -a’ —ZRB -a’ +3RB a’+
I 24 24 8
27F.a3_27F.a3j:()
24 16
Po redukcji wyrazéw podobnych otrzymano réwnanie:
1 8 5 11
—I|2M ,-&’+—=R,-=R,-a’ ——F-a’ |=0
EI 3 6 48
i #0
El
A zatgm:

8 5 11
M ,-&’+—=R,-a’+=R,-a’ ——F-a’ =0

3 6 48
Ostatnie réwnanie dotaczone do dwoch rownan rownowagi pozwoli wyznaczy¢ poszu-
kiwane reakcje: R, R, 1 moment utwierdzenia M.

R, +R,—F=0
MA—RB-CH—%F-a—MC:O

2M , -a2+§RA -a3+£RB-a3—£F-a3 =0
3 6 48
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Rozwiazujac uktad trzech rownan wyznaczono poszukiwane reakcje i moment utwier-
dzenia.

M
R, ZZF—]Z-—C
8 a
R, =—£F+I2-%
8 a
15

M, =">Fa=11-M,

Przyktad 7.7.

Wyznaczy¢ wielkos$ci podporowe belki obustronnie utwierdzonej obcigzonej silg
F jak na rysunku 7.8. Danymi sg: sita F, wymiary liniowe /. Sztywnos¢ belki £/ na calej
dlugosci jest jednakowa.

Rys. 7.8. Belka obustronnie utwierdzona w punktach A i B

Rozwigzanie

W podanym na rysunku 7.8 uktadzie belkowym wystepujg nastepujace wielkosci
podporowe: R, R, M, M.

Korzystajac z rysunku mozna napisa¢ dwa réwnania rOwnowagi:
SFy =Ry +Rz—F=0

2

ZMI.(B) =MA+RA'I—§F'Z+MB =0
Niewiadomych jest cztery, zatem uktad jest dwukrotnie hiperstatyczny. Jako wielko$ci
hiperstatyczne przyjeto reakcje R, i moment utwierdzenia M.

W uktadzie belkowym wyrdznia si¢ dwa przedzialy:
Przedziat I: 0SXS§I

Przedziat II: gl <x<lI

Energia zginania w przedziale pierwszym wyraza si¢ wzorem:

1
Uy = — Fled
17 2E1), (e
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W przedziale drugim energi¢ zginania wyraza wzor:
1 l

Uy = —
27 2EL )y,
3

2

Mg, dx

Energia zginania calkowita jest rowna:

U=U+U,

Moment zginajacy w przedziale pierwszym jest rowny:

Mg, =M ,+R,x

W przedziale drugim moment zginajacy wyraza wzor:

Mgy=M,+R  x-F(x-31)

Zgodnie z twierdzeniem o minimum energii zapisane rownanie ma postac:
U _, oraz  0U
oR, oM,

Podstawiajac odpowiednie wyrazenia na energi¢ zginania U, dokonujac rézniczkowa-

nia i catkowania uzyskuje si¢ dodatkowe réwnanie:

1
6U_LJ'§'M .%dx_,_iﬂl 2.%61)5:0
3

or, EIV TR, T E oR,
oMg, _ . Mg, _
oR, oR,

4

1 - 7 ]
E_!(MA+RA 'X)de+EI(MA+RA 'X—F(x—glj}rdx=0

4
3

4

i]( X+ R, X ) +ij(M X+R,-x’—F- ll}LY—O
E[o AX AxxElll Ax Ax x3 =

3

l[ !
3

L MA-ix2+RA~ix3 . +iMA-lxz+RA-£x3—F-ix3+F-l‘lx2 =0
EI 2 37|, EI 2 3 3 6 1
3
1L iMA-12+iRA-13 +L 1MA-12+RA-13—1F-13+1F-13 -
EI| 18 81 Er|\2 3 6
- iMA-12+iRA-13—iF-13+iF-13 =0
18 81 81 54

Po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazéw podobnych ostateczny zapis otrzymanego
roOwnania ma postac:

Lypvelp, - Lppoy
2 3 81
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W dalszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ pochodng energii zginania wzgledem wielko-
$ci hiperstatycznej M,.

l
—=— | M dx+— | Mg, - dx =0
oM, EI | "9 oM, x+EI,[ 92 5y,
4
0
oMg, aMgzz
oM, oM,
5
i]-(M +R -x)dx+ij. M ,+R ~x—F(x—£l =0
E[3Y 1 EI; " 3
3
] 1

=0
4
3

4
E SVSNEL S N I [VNREL S S N N
El 2 ,EI 2 2 3

LFMA~1+LRA~12}+L [MA-HiRA~12—1F~12+1F-12)—
Ell3 18 EI 2 2 3

—(lMA ~Z+LRA~12—LF~12+1F~ZZJ =0
3 18 18 9

Po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazow podobnych otrzymane réwnanie ma postac:
7

M, -l+lRA P ——F-I’=0
2 18
Uzyskane dodatkowe dwa réwnania umozliwiaja wyznaczenie poszukiwanych wiel-
kosci podporowych.
Zapisany uklad czterech réwnan ma postac:

R,+R,-F=0

2
MA+RA-I—§F-Z+MB =0
lMA-12+lRA-l3—£F-l3:0
2 3 81

MA-l+iRA-ZZ—LF-12:0
2 18

Z roOwnania czwartego wyznaczony moment utwierdzenia M, jest rowny:

7 1
M, =F.1-=R,-I
8 2

Wyznaczona zalezno$¢ na M, wstawiona do réwnania trzeciego pozwala na wyznacz-
nie reakcji R :
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L lF-l—iRA-z 12+1RA-13—£F-13:0
2\ 18 2 3 81
LF-F—iRA-Z3+£RA-l3—£F-Z3=0
36 4 3 81
LRA-F :1—4F'l3—LF'l3
12 81 36
7
R,=——F
27
Z robwnania pierwszego wyznaczona reakcja R, jest rowna:
R,=F—-R,
RB=F—[—lF)
27
34
R, =—
bo27

Znajac reakcje R, mozna obliczy¢ moment utwierdzenia M ,:

M, =lF-l—i[—LFj-l

18 2\ 27
M, :ﬁF-l+LF-l

54 54
M, Ly

27

Z rownania drugiego wyznaczony moment utwierdzenia M, jest rowny:
M,=-M,—R, ~l+§F~l
14 7

M, :——F-l+—F-l+£F-l
27 27 3
M, :]—1F~l
27

Wielkosci  podporowe uktadu dwukrotnie hiperstatycznego z rysunku 7.8
zostaly wyznaczone i wynosza:

R=-LrFR =M, -rm-tr,
27 27 27 27
Przy rozwigzywaniu uktadow statycznie niewyznaczalnych z zastosowaniem
twierdzenia Menabre’a, mozna poda¢ ogolny schemat postepowania, w ktoérym reali-

zuje si¢ nastgpujace kroki:

1. W analizowanym ukladzie belkowym zaznaczy¢ wystepujace reakcje.
2. Utozy¢ réwnania rownowagi.



7. Zagadnienia wybrane — metody energetyczne

Przyja¢ wielkosci hiperstatyczne.

Ulozy¢ wzor na energie sprezysta tylko z udziatem sit czynnych i sit podporo-
wych, ktore w punkcie 3 zostaly przyjete jako hiperstatyczne.

Korzystajac z zasady minimum energii utozy¢ rownania %Y _ i z réwnan tych
wyznaczy¢ poszukiwane wielkos$ci hiperstatyczne. ox

Ostatnig czynno$cia jest wyznaczenie wszystkich pozostatych wielkosci podporo-
wych z rownan rownowagi.
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8. TABLICE

Tablica 8.1. Wielkosci Ws i Js dla roznych przekrojow

Nr

Przekrdj

Uwagi

Tmax
w punktach
konturu
ZeW-

ngtrznego

Tmax = TA
w punkcie
B

T = Tmax/Y

W\‘\\\ .....

\\\\\\\

0,208

0,231

0,246

0,267

0,299

0,33

0,141

0,196

0,229

0,263

0,288

0,333

1,00

0,858

0,796

0,753

0,743

0,743

Tmax = TA
czyli
w $rodkach
dhuzszych
bokow,
w $rodkach
krotszych
bokoéw
TB=C3Tmax,
w narozach
=0

trojkat rownoboczny

s

46,2

Tmax
w srodkach
bokow,
w narozach
=0
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W, =0,189 d’

szesciokat foremny

J,=0,115d"

T'max
w $rodkach
bokow,
w narozach
=0

cienkoscienna dowolna rura

W, =2FS,,

J, :4F22%
1

Tmax
W miejscu,
gdzie

grubosé
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Tablica 8.2. Whasnosci wytrzymatosciowe i fizyczne niektorych stali i zeliw

Wytrzymalo§¢ Granica Wydluzenie | Udarnosé
Ozna Sklad na rozciaganie lastyczno$ci A U
Material -czenie | chemiczny R MN/m? plasty N
X v Q_MN/m? % kG -m/cm?
Nr wg PN | (orient.)) L . .
min max min min (orient.)
1 2 3 4 5 6 7 8
1. St10 <0,23 C 320 550 200 22
2. Stl 0,11 C 320 400 200 33
3. St2 0,12C 340 420 210 31
4. Stal &) 0,18C 380 470 220 25
konstrukcyjna
5. weglowa St4 024C 420 | 52 250 23
6. St5 0,32C 500 620 270 19
7. St6 0,45C 600 720 300 14
8. St7 0,56 C 700 850 340 10
0,45 C;
9. 458 1.8 Si 1200 1000 6
Stal spre¢zynowa
10 70S 0.7 1800 1600 5
’ 2,6 Si
11. | Stal nierdzewna | 2H13 13 Cr, 720 520 24
0,6 Ni
3,4C;
12. ZI115 s 150 0
34C;
13. Z120 s 200 0
14. | Zeliwaszare | ZI25 34C 250 0
2 Si
34C;
15. Z130 s 300 0
34C;
16. Z140 25 400 0
3,4C;
17. . ZsP45 o 450 2
Zeliwo s 2si
feroidal :
15, | Steredane ) spos | 4G 400 | 500 5
2 Si
19. 15L 0,15C 400 200 24 5
20. Staliwo 251 0,25C 450 240 19 4
21. weglowe 40L 0,40 C 530 300 14 3
22. 55L 0,55C 600 350 10 2,5
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Cd. tablicy 8.2.

Wytrzymatlo$¢ . Modut Wspolczynn}k‘
. Twardos$¢ Modut . - . rozszerzalnoS$ci .
zmeczeniowa . sprezystosci Liczba .. . Gestosé
Brinella HB Yound . . . liniowej 5
) 5 postaciowej Poissona - gx10° kg/
L kG/mm Ex10 . ax10 5 5
Nr MN/m . 5 Gx10 n o m? (g/cm’®)
(orient.) (orient.) MN/m MN/m? deg
’ (105/1°C)
10 11 12 13 14 15 16
1. 110
2. 140 110
3. 150 115
4. 170 120
2,1 8,1 0,3 1,2 7,86
5. 200 140
6. 230 170
7. 270 190
8. 320 220
9. 550
2,15 8,5 0,3 1,2 7.9
10.
11. 370 2,05 83 0,3 1,2 79
12. 60 159,210 0,95 38
13. 80 170,241 0,95 39
14. 110 183, 1,0 4,0 0,23,0,27 1,05 6,7,7,4
15. 130 192,269 1,1 4,1
16. 160 >223 1,1 4,2
17. 180 200,280
18. 160 155,210
19. 130 114,150
20. 150 128,170
2,15 6,3 0,28 1,1 7,8
21. 190 149,195
22. 200 170,217
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Tablica 8.3. Naprezenia dopuszczalne obowiazujace w konstrukcjach stalowych
zgodnie z norma PN/B-03200

Naprezenia dopuszczalne MN/m?
na rozciaganie, na $cinanie na docisk na docisk
Material Sciskanie i zginanie (i skrecanie) (liczone na rzut) wg Hertza
k k, k, K,

1 I | I | I | I
Stal St0S 120 140 720 84 160 190 450 550
Sglsiﬁs, 150 170 90 102 190 220 540 640
Stal 18G2, 18G2H 220 250 132 150 280 320 900 1000
Staliwo 25L 150 170 90 102
Staliwo 40L 190 210 114 126 260 300 800 900
Staliwo 45L 200 230 120 138 280 320 900 1000
Nity ze stali St2N, St3N 750 90 120 140 240 280
24“(‘;’; }Z{f;tggo 12 128 90 100 180 200
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Tablica 8.4. Whasnosci wytrzymatosciowe i zmgczeniowe stali konstrukcyjnych weglowych zwyktej
jakosci w stanie surowym (dane podstawowe wg normy PN/H-84020)

Granica
I‘Zy:;zima::lsiz plastycznosci Wydluzenie Udarno$é¢ | Twardos$¢
Znak Zawarto$¢ Rag Q, , A, U HB
Nr | stali wegla MNm? MN/m % kG - m/em? | kG/mm?
min . . .
IMPa min min min
a b
1 2 3 4 5 6 7 8
St0
1 St0S max 0,23 ?;ggzg 200 - 22
Mst0 ’
Stl
2 [StIS 0,06,0,12 320,400 200 - 33
MSt1X
St2
3 |St2s 0,09,0,15 340,420 220 210 31 110
MSt2x
St3
MSt3
4 |St35 0,14,0,22 380,470 240 220 25 7 120
MSt3X
St3SX
St4
5 | St4S 0,18,0,027 420,520 260 250 23 8 140
MSt4
6 St5 0,28,0,37 500,620 280 270 19 6 160
MSt5 e ’
7 Sto 0,38,0,49 600,720 310 300 14 4 180
MSt6 e ’
8 St7 0,50,0,62 700,850 350 340 10 3 200
MSt7 T ’
9 Dane orientacyjne
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Cd. Tablicy 8.4.

Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie

Orientacyjne warto$ci wytrzymalosci zmeczeniowej

MN/m? MN/m?
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie
Nr obciazenie
state jednostron- | obustronne
k ne tetniace | symetryczne Zgu Zgj Qg z, er Q | Z, er Q,
i km

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 100,110
2 110,130 50,90 30,60 140 | 250 | 220 | 110 | 170 | 200 | 70 | 140 110
3 115,140 55,95 35,70 150 | 270 | 240 | 120 | 190 | 220 | 80 | 160 | 120
4 120,150 65,100 40,70 170 | 300 | 260 | 130 | 210 | 240 | 100 | 200 | 150
5 140,165 70,110 45,80 180 | 330 | 310 | 150 | 250 | 260 | 110 | 220 | 160
6 150,180 80,120 45,80 240 | 420 | 370 | 180 | 300 | 300 | 130 | 280 | 180
7 165,200 90,140 50,90 280 | 480 | 430 | 200 | 350 | 350 | 150 | 320 | 220
8 180,220 100,150 55,100 320 | 530 | 500 | 230 | 400 | 400 | 190 | 380 | 260

(0,55,0,65) | (0,35,0,45) | (0,2,0,35) | 0,5 | 1,7 | 1,2 | 0,7 | 1,3 0,6 | 1,2 |0,65X

Q Q Q Ro1Z, | Q |2, |72, Zy | Zy, | XQ

9
0,3,0,4) (0,3,0,4)
er Zm
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Tablica 8.5. Whasnosci wytrzymatosciowe i zmgczeniowe stali konstrukcyjnych weglowych wyzszej

jakosci w stanie normalizowanym (dane podstawowe wg normy PN/H-84019)

VV,y'trzyma- Granica pla- L. Y .

N los.c na r.oz- stycznosci Wydluzenie Udarnos¢ Twardos$é

i | gorin | wen | R | @ % | Gmem | Kemo
Nr ¢ ¥ MN/rm2 M::i/:lz min min %nin

min
1 2 3 4 5 6 7 8
1 05X 0,05,0,11

2 08X A 0,05,0,11 300,450 180 35 131
3 10X A 0,07,0,14 320,450 190 33 137
4 10 A 0,07,0,14 340,450 210 31 137
5 15X A 0,15,0,19 380,500 230 27 6 143
6 20 A 0,17,0,24 420,520 250 25 5 156
7 25 A 0,22,0,30 460,560 280 23 4 170
8 30 B 0,27,0,35 500,600 300 21 179
9 35 A 0,32,0,40 540,660 320 20 3 187
10 40 B 0,37,0,45 580,700 340 19 217
11 45 A 0,42,0,50 610,730 360 16 2,5 241
12 50 B 0,47,0,55 640,760 380 14 241
13 55 A 0,52,0,60 660,810 390 12 2,5 255
14 60 B 0,57,0,65 690,850 410 12 255
15 65 A 0,62,0,70 710,880 420 10 255

16
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Cd. Tablicy 8.5.

Naprezenie dopuszczalne

na rozciagnie

Orientacyjne warto$ci wytrzymalosci zmeczeniowej

2
MN/m? MN/m
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie
Nr | obciazenie
stale jednostronne | obustronne
k tetniace symetryczne Zgo Zgi Qg z, er Q | Z, er Q,
k. k
T ro
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 80,100
2 10,120 60,85 40,60
3 105,125 60,85 40,60 210 | 340 | 320 | 130 | 240 | 250 | 100 | 200 | 150
4 115,140 70,95 45,70 220 | 350 | 330 | 140 | 250 | 260 | 110 | 220 | 160
5 130,150 70,100 45,70 250 | 440 | 440 | 200 | 320 | 350 | 150 | 300 | 220
6 140,160 75,110 50,80 200 | 360 | 360 | 150 | 260 | 310 | 120 | 240 | 200
7 155,185 80,120 60,90 200 | 370 | 370 | 160 | 270 | 320 | 130 | 250 | 210
8 165,200 85,130 60,95 240 | 390 | 400 | 170 | 280 | 340 | 140 | 280 | 220
9 175,210 95,140 65,100 250 | 420 | 430 | 180 | 300 | 360 | 150 | 300 | 230
10 190,220 100,150 70,110 260 | 440 | 460 | 200 | 330 | 390 | 160 | 320 | 240
11 200,240 100,160 70,120 280 | 480 | 500 | 210 | 260 | 420 | 170 | 340 | 260
12 210,250 110,170 70,120 280 | 480 | 500 | 220 | 360 | 420 | 170 | 340 | 260
13 210,250 110,170 70,120 300 | 500 | 520 | 240 | 420 | 440 | 200 | 400 | 280
14 220,260 115,180 70,120 300 | 500 | 520 | 240 | 420 | 440 | 200 | 400 | 280
15 230,280 120,190 70,130 300 | 500 | 520 | 240 | 420 | 440 | 200 | 400 | 280
0,55, (0,35, 0.2, 05| L7 | L2107 ]| 13 0,6 | 1,2 | 0,65
0,65) 0,45) 0,35) R 7 7 7
Qr Qr Qr r g Q‘ go g 20 ‘20 Qr
16
03, 03,
0,4) 0.,5)
Y Zro
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Tablica 8.6. Whasnosci wytrzymatosciowe i zmegczeniowe stali konstrukcyjnych wyzszej
jakosci o podwyzszonej zawartosci manganu (dane podstawowe wg normy PN/H-84019)

Granica
L. . .| Wydluzenie | Twardo$é
Znak Kate- Skl‘ad Wytrzy‘malos‘c plastycznoS$ci A HB
stali oria chemiczny Stan na rozciaganie Q, 0/5 Ke/mm?
Nr g (orient.) MN/m? MN/m? ? g .
. min min
min
1 2 3 4 5 6 7 8
0,15C
1 15G B 0.8 Mn N 420,450 250 26 163
30 grubos¢
4.6 mm
18G2 0,18 C 340 grubos¢
2 18G2A 1,4 Mn N. 520,640 16,25 mm 19
320 grubosé
25,40 mm
0,20 C
3 20G A 0.8 Mn N 460,570 280 24 197
0,42C H. 800°C
4 40G 074Mn | O.570°C 800 670 20
0,45C
5 45G 0.8 Mn N, 630,770 380 15 241
03C H. 850°C
6 30G2 1.6 Mn 0. 530°C 800 550 14 240
0,50 C
7 50G A 0.8 Mn N, 830°C 660,800 400 13 255
0,50 C walco
8 50G A 0.8 Mn wany 650 320 24
0,60 C N.
9 60G B 0.8 Mn 710,850 420 11 269
H. 950°C
10 60G B g ’g (1)\/[Cn olej 110 90 8
? 0.550°C
Dane orientacyjne normalizowane R <600
11 hartowane
R > 600

163



164  Jan Zwolak, WYTRZYMALOSC MATERIALOW W ZADANIACH

Cd. Tablicy 8.6.

Naprezenie dopuszczalne
na rozciaganie
MN/m?

Orientacyjne warto$ci wytrzymalos$ci zmeczeniowej
MN/m?

obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie

Nr | obcigzenie

jedno- |obustronne
stale

stronne symet-
k, tetniace ryczne ZE“ Zgi QE z, Zfi Q z, Zfi Q
. k
¥j ro
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 120,160 100,140 50,80 210 | 340 | 270 | 160 | 280 | 280 | 110 | 220 | 180

2 170,220 80,120 70,100 230 | 360 | 400 | 180 | 320 | 340 | 130 | 250 | 220

3 150,180 120,160 60,90 230 | 360 | 300 | 180 | 300 | 280 | 120 | 230 | 190

4 240,300 120,150 80,130 370 | 560 | 680 | 260 | 410 | 670 | 220 | 440 | 400

5 200,250 120,150 70,110 310 | 480 | 400 | 220 | 360 | 380 | 200 | 400 | 260

6 220,300 120,150 70,110 300 | 560 | 560 | 210 | 360 | 550 | 170 | 340 | 340

7 200,250 130,170 70,120 400 | 500 | 760 | 320 | 420 | 640 | 200 | 400 | 400

8 160,220 100,130 60,100 260 | 400 | 360 | 180 | 300 | 320 | 150 | 300 | 240

9 180,220 130,190 70,130 460 | 620 | 600 | 380 | 500 | 500 | 240 | 420 | 300

10 260,340 140,200 100,140 560 | 900 | 900 | 400 | 700 | 900 | 360 | 700 | 540

(0.5, (0.4, O4 T oas |17 12 | 07 | 12 06 | 1.1 | 06
00 | 05 | oy | %] oy Z
S S S I S IR B3 (A A NEAR
1
(0,35, 0.3, 0.3,
1,6 1,1 0,7 1,2 0,6 1,1 0,6
0,5) 0,4) 0,4) 0,4 Rr 7 Qr 7 7 . Q,

Q Z Z go g g0 20
r Tj To
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Tablica 8.7. Whasnosci wytrzymatosciowe i zmeczeniowe stali konstrukcyjnych stopowych, do ulepsza-
nia cieplnego (dane podstawowe wg normy PN/H-84019)

Wytrzy Granica Udarnos$¢
o Wydlu- .
. Skiad | Wytyczne | -malo$¢ na | plastycz- o U Twardo$¢
Rodzaj| Znak | Kate- . . . . o Zenie
stali stali oria chemiczny| obrobki [rozcia-ganie|  noSci A kG m HB
Nr g (orient.) | cieplnej R, Q, 0/5 ------- kG/mm?
MN/m? MN/m? ¢ cm?
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
18G2 0,18 C
1 18G2A 1.3 Mn N. 520 320 19
2 N. 870°C 660 400 17 207
Mo H. 850°C
G2 | A |20
3 K 0. 850°C 800 550 14 8 240
powietrze
0,35C Hgoo(ic
4 | Si-Mn | 35SG A 1,3 Si 900 700 15 6 229
0. 590°C
1,3 Mn
woda
oisc | 1 0e
5 45HN B 0,6 Cr 1050 850 10 7 207
. 0.530°C
1,2 Ni
woda
Ni-Cr
0,38 C | H.850°C
0,9 Mn olej
6 38HGN | A 07¢r | 0.570°C 950 800 10 7 229
1 Ni woda
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Cd. Tablicy 8.7.

Naprezenie dopuszczalne

R . Orientacyjne warto$ci wytrzymalosci zmeczeniowej
na rozciaganie

2
MN/m? MN/m
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie
Nr obcitqilenie jedno- obu-
stale
stronne stronne
k, tetniace | symetryczne Z, Zy QE Z, Z, Q. Z, Z, Q
) k
v ro
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

1 170,220 | 100,140 60,100 230 | 360 | 400 | 170 | 290 | 340 | 130 | 260 | 220

2 140,190 90,120 60,90 250 | 380 | 400 | 180 | 300 | 340 | 140 | 270 | 240

3 220,300 | 120,150 70,110 300 | 480 | 560 | 210 | 360 | 550 | 170 | 340 | 340

4 240,300 | 150,180 80,110 380 | 600 | 750 | 280 | 480 | 700 | 220 | 440 | 440

5 300,400 | 160,200 90,130 450 | 660 | 900 | 320 | 520 | 840 | 240 | 500 | 500

6 270,380 | 150,190 90,120 400 | 620 | 850 | 300 | 480 | 800 | 220 | 450 | 480
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Tablica 8.8. Tablice stosowane do obliczen wytrzymatosciowych (cd. tablicy 7)

Wytll(‘)?cima_ Granica Wvdlu Udarnos¢
. Sklad |Wytyczne . plastycz- .y . U Twardosé
Rodzaj| Znak |Kate- . ., .. | NArozcia- o Zenie
stali stali | goria chemiczny| obrébki ganie nosci A kG'm HB
Nr (orient.) | cieplnej R . 0/5 ------- kG/mm?
v 2 ° 2
MN/m? MN/m cm
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H. 860°C
0,35C olej
1 35H A | Cr 0. 500°C 950 750 11 7 197
woda, olej
2 Cr 40H A 0.40C 1 H. 85(,) c 1000 800 10 6 217
1Cr olej
H. 850°C
0,50 olej
3 50F A L Cr 0. 500°C 1100 950 8 4 229
woda
0,35C H. flz(') c
4 | Cr-Mc |35HM | A 1,1 Cr J 1000 800 12 8 241
0. 540°C
0,2 Mo
woda
0,30 C | H. 880°C
1 Mn olej
5 30HGS| A 1 Cr 0. 540°C 1100 850 10 5 229
1 Si woda, olej
Cr-Mn-
Si H. 880°C
0,35C L
| Mn olej izo-
6 35HGS| A term. 1650 1400 10 5 241
3¢ 10,700
1,35 Si )
woda
7 Dane orientacyjne
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Cd. Tablicy 8.8.

Naprezenie dopuszczalne

na rozciaganie

Orientacyjne warto$ci wytrzymalosci zmeczeniowej

MN/m? MN/m*
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie
Nr | obciazenie jedno- obu-
stale stronne stronne
k, tetnigce syme- Z, | Zy | Q | Z, | Z; | Q | Z, | Z; | Q
tryczne
rj km
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1 250,350 200,260 110,150 540 | 740 | 750 | 400 | 750 | 700 | 240 | 600 | 420
2 270,370 200,250 120,160 | 600 | 800 | 850 | 420 | 700 | 800 | 320 | 650 | 480
3 330,430 200,250 120,160 | 620 | 800 | 950 | 430 | 700 | 900 | 330 | 680 | 540
4 270,380 180,240 110,150 500 | 700 | 850 | 360 | 600 | 800 [ 260 | 550 | 500
5 280,380 180,240 110,150 500 | 700 | 850 | 360 | 600 | 800 [ 230 | 550 | 500
6 400,500 150,200 110,150 440 | 600 | 840 | 350 | 500 | 760 | 220 | 300 | 460
7 052;3)5@ 05233% 052532’ earjorz, (110077, 122, 062, |1,12,[060,
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Tablica 8.9. Wtasnosci wytrzymatosciowe i zmgczeniowe stali sprezynowych (resorowych)
(dane podstawowe wg PN/H-84032)

Wytrzymalo$é

Granica

Wydtu-

Rodzaj | Znak | Kate- Skl.ad Wyt):czn‘e na rozciaganie| plastycznosci | Zenie Twardos¢
. . . chemiczny obrobki HB
stali stali | goria . . . R Q A, )
Nr (orient.) cieplnej MNar? MN/m? tys kG/mm
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,76 C H. 820°C
1 C 75 A 0,7 Mn olej 1100 900 9 285
0,2 Si 0. 480°C
0,65C H. 830°C
2 Mn 65G A 1 Mn olej 1000 800 10 260
0,27 Si 0. 480°C
0,5C H. 870°C
3 Si 5082 A 0,75 Mn olej 1300 1200 6 285
1,6 Si 0. 460°C
00C | 4 ssoc
4 |Si-Mn-Cr [60SGH| A . olej 1400 1250 7 302
181 0. 480°C
0,5 Cr '
Ooésl\gn H. 840°C
5 Cr-Mn | 50HG A s olej 1300 1200 8 302
03511 5 490C
1Cr ’
009’515111 H. 850°C
6 Cr-Si S0HS A o a olej 1350 1200 6 302
0351 1 o s200C
1Cr ’
Drut pa
-tentowy 0,45, .
7 (fortepia- 09C H. 500°C 1600 1400
nowy)
8 Dane orientacyjne
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Cd. Tablicy 8.9.

Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie

Orientacyjne wartosci wytrzymalo$ci zmeczeniowej

MN/m? MN/m?
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie
Nr obcia-zenie .
stale jednostronne | obustronne
Kk, tetniace symetryczne | Z,, | Z, Qg z,|Z, Q | Z, i Q,
) k
v ro
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20 | 21
1 500,600 300,400 200,300 360 | 600 | 560 | 260 | 460 | 500 | 220 | 440 | 300
2 450,550 300,400 230,300 450 | 650 | 850 | 350 | 500 | 800 | 220 | 300 | 460
3 650,800 450,550 300,400 650 | 1000 | 1200 | 440 | 760 | 1200 | 380 | 700 | 700
4 750,900 550,650 300,400 650 | 1000 | 1300 | 420 | 760 | 1200 | 380 | 700 | 720
5 750,900 550,650 300,400 650 | 1000 | 1300 | 420 | 760 | 1200 | 380 | 700 | 720
6 700,850 500,600 300,400 600 | 1300 | 1300 | 420 | 750 | 1200 | 350 | 700 | 720
7 850,950 600,700 350,450 700 | 1500 | 1500 | 460 | 840 | 1400 | 420 | 770 | 840
8 Of%%r Ofg)’sz’gi Ofg)’sz’m Oifr 3 1L6Z,|1,1Q0,7Z |1,2Z | 0,6Z 1,1Z 10,6Q,




8. Tablice

Tablica 8.10. Wiasnosci wytrzymatosciowe i zmeczeniowe zeliw
(dane podstawowe wg PN/H-83101)

W’y,trzyma- Wyt?y- Wytrz’)ima- Wydu-
lo$¢ na roz- | malo$¢ na los¢ S .
Nazwa Sklad ciaganie zginanie | na Sciskanie zenie | Twardos¢
seli Znak chemiczny ai g R R A, HB
Nr eliwa (orient.) r H H % kG/mm?
MN/m? MN/m? MN/m? min
min min min
1 2 3 4 5 6 7 8
1 Z115 150 250 500 159,212
2 Z120 200 300 600 170,241
3 Z125 250 400 800 183,262
szare
4 Z130 300 450 900 192,269
5 Z135 350 500 1000 201,277
6 Z140 400 600 1200 pow. 223
7 ZiM26 260 460 900 170,240
8 ZiM30 300 500 1000 170,240
modyfikowane
9 ZiM34 340 540 1100 190,250
10 ZiM38 380 580 1200 190,260
sferoidalne
11 . ZsP45 450 720 1600 2 200,280
perlityczne
sferoidalne
12 ZsP05 400 700 2000 5 155,210
ferrytyczne
13 | ciagliwe ZcC3510 350 (0.—230) 6 150
zeliwo 14 Ni
14 | zaroodporne austenit- 2Cr 250 400 800
tyczne 7 Cu
. zeliwo 0,2 Ni
15 | zaroodporne perlityczne 03 Cr 350 500 1000
16 Dane orientacyjne
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Cd. Tablicy 8.10.

Naprezenie d'opus%czalne Orientacyjne warto$ci wytrzymalosci zmeczeniowej
na rozciaganie MN/m?
MN/m?
obciazenie zmienne zginanie rozciaganie skrecanie

Nr obcsi::‘z'lznie jedno- |obustronne

& | teminee | oveme | %o | Za | @ | Zo | Za| Q| % |2 | @

Tj kru

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 20,30 15,25 10,15 60 100 | 160 40 60 50 70 90
2 30,40 20,30 15,20 80 140 | 220 50 70 70 90 170
3 35,50 2535 20,25 110 | 180 | 270 60 90 80 110 | 140
4 40,60 30,45 20,30 130 | 200 | 350 70 110 90 120 | 160
5 50,70 35,50 2535 140 | 220 | 380 80 115 110 | 150 | 180
6 55,80 40,60 30,40 160 | 240 | 440 95 140 120 | 170 | 200
7 35,50 30,45 20,30 120 | 170 | 280 70 120 130 | 190 | 180
8 40,60 35,50 25,30 140 | 190 | 320 80 140 150 | 210 | 190
9 50,70 40,55 2535 160 | 220 | 360 90 160 180 | 230 | 210
10 55,75 50,70 30,40 180 | 250 | 400 | 100 | 180 200 | 250 | 230
11 60,80 45,60 30,40 180 | 240 | 480 | 100 | 160 140 | 200 | 240
12 55,75 40,60 25,35 160 | 200 | 440 90 140 120 | 180 | 220
13 50,70 35,50 25,30 140 | 180 | 380 80 120 100 | 130 | 200
14 35,50 2535 20,25 100 | 160 | 270 60 90 80 110 | 150
15 50,70 40,50 30,40 150 | 240 | 380 90 130 120 | 160 | 200
16 ((0,14,0,2) R1)(0,3,0.4) Z 1(0,3,0.4) Z | 0.4 R 1,6 Z | 1,1 0 10,6 Z 109 Z 082,(1.1Z,10,60,




8. Tablice

Tablica 8.11. Wlasnosci wytrzymatosciowe i zmgczeniowe stopéw aluminium

VVry’trzyma- Granica Wydu-
lo$¢ na roz- | plasty- senie Twar-
Nazwa, . | OkreSlenie Znak Cecha | Stan claganie canoset A dos¢
Nr | Przeznaczenie R, Q, 0/; HB
MN/m? MN/m? . kG/mm?
. . min
min min
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 | Alumi-nium 99% Al A199 W. 90 35 45 23
2 | Alumi-nium 99% Al A199 T. 160 15 44
3 Aluman AlMnl1 PA1 W. 130 20 30
4 AlMnl T. 220 80 55
5 Hydronal | AIMg2Mn PA2 T. 200 23 45
6 Hydronal | AIMg2Mn | PA2 W. 130 50 20 30
7 Amico-rodal| AIMgSiMn | PA4 |P.sam S. 180 12
8 pural | ACUME | prg | w 210 18 45
Mn
9 | Po przerobee Dural AlCudMe | b6 P sam's. 420 15 100
. Mn
plastycznej
10 pural | AMCUME 1 pr7 1 ams.| 470 17 105
Mn
AlZn5Mg-
11 Dural 2CulMnCr PA9 |[P.sam S. 550 500 12
12 Dural AlMg5Mn | PA20 4 270 23 65
13 Dural | AIMg5Mn | PA20 p"*(gi‘y”ar' 370 250 12 95
AlCuMgl
14 Dural NilFelTi PA30 | P.szt. S. 460 380 10
15 | Odlewy kokilowe AlSi9 AK9 S. 200 1,5 70
16 | Odlewy kokilowe AlSiCu AKS51 P.S. 180 60
17 | Odlewy w piasku AlCu4Ti AM4 P.S. 270 150 4 80
18 |Dane orientacyjne| po przerdbee plastycznej

odlewy
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Cd. Tablicy 8.11.

Naprezenie dopuszczalne

R . Orientacyjne warto$ci wytrzymalo$ci zmeczeniowej
na rozciaganie

2
MN/m? ) MN/m
=
obciazenie zmienne| zginanie rozciaganie skrecanie
bcia: &
obcia- =
Nr .. . obu o
s | i |-rome| %
stale |-
K tetniace syme Z, Zy Q, z, Z, Q Z, Z, Q,
r N -tryczne
Tj Kk
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

1 |30,40 | 20,25 10,15 5-108 35 60 50 25 50 40 20 35 30

2 | 50,65 | 30,40 15,25 5-108 60 100 90 45 80 80 35 60 60

3 | 40,60 | 2530 15,20 5-108 55 60 70 40 60 60 30 50 50

4 16585 | 3545 20,30 5-108 70 110 | 100 55 90 80 40 70 70

5 | 60,80 | 40,55 30,40 5-108 100 160 | 120 80 120 | 100 60 100 80

6 | 40,50 | 40,50 25,30 5-108 80 120 | 120 60 100 | 120 50 80 80

7 | 50,70 | 30,40 20,25 5108 60 100 90 50 80 80 35 60 60

8 | 60,80 | 3040 20,25 5108 60 100 | 100 50 80 110 35 60 80

9 11(;% 60,80 35,45 5-108 100 180 | 260 90 160 | 240 80 140 | 140
10 1115%’ 70,90 40,50 108 110 200 | 280 | 100 | 180 | 330 90 150 | 150
11 1138% 80,100 | 45,60 10* 150 240 | 220 | 120 | 200 | 200 90 150 | 120

12 | 80,110 | 70,90 45,55 5-108 140 230 | 200 | 110 190 | 140 90 140 | 100

13 ]1%%’ 70,90 40,50 5-108 130 220 | 200 | 100 | 180 | 200 85 130 | 140
120
14 ]50‘ 70,90 45,55 108 140 230 | 220 | 110 190 | 200 90 140 | 140

15 | 45,60 | 3545 20,30 2-107 80 110 110 60 110 | 100 50 80 80

16 | 3580 | 3035 20,30 107 60 100 | 150 50 80 150 35 60 100

17 | 55,80 | 2530 15,20 107 50 80 90 40 70 80 30 50 50

03, | 04, | (04, osscr| LT | LU 08 [ 14 |06 | 06 | 1 0.4
0.4 R | 052|052 RN xz xZ | xR | xz | xz | xR

X
: o w | X0, AR , AR r

18

0.2, | (03, 0.3,

91 03) rr 047, | 047,




8. Tablice

Tablica 8.12. Dane orientacyjne do wyznaczania naprezen dopuszczalnych i wytrzymatosci
zmeczeniowej

Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie

obciazenie zmienne

Material Stan obcigZenie stale jednostronne obustronne
Nr k .
T tetniace symetryczne
MN/m? ¢tnig y L y
MN/m? MN/m?
1 2 3 4 5
Stale weglowe surowy normalizowa- (0.35.0.45) 0, 02,0350,
! R £600 MN/m? ne lub wyzarzane (0,55.0,65) 0, lub lub
’ Y (0.3,04)Z, 03,04)2,
2 | stale weglowe normalizowane (0,5,0,6) O, 0,4,05)Z, 0,4,0,5)Z,
3 [R>600 MN/m?* hartowane (0,35,0,45) 0. (0.3,04)Z, (0.3,04) 2,
4 | stale konstrukeyjne naweglane (0,35,0,5) 0. (0,4,0,5) er (0,4,0,5) Zr,-
5 |stopowe ulepszane cieplnie (0,35,0,45) 0, 03,047, 03,047,
6 Stale sprezynowe hartowane i odpusz- k =(0,6.0,7) O k =(05.06)Z. k =(0,5.0,6) Z
(resorowe) czane g 4 o 9 g0 20
normalizowane 0.15,025) 0,
7 Staliwa weglowe i odpuszezane (0,35,0,45) O, lub 0,2,03)Z
0,2,03)Z,
8 | Zeliwa odlewy (0,14,0,2) R, 03,042, 03,04)Z,
9 pfze“’b“’.ne (025,035 R, (04,05, (04,05 Z,
Stopy miedzi plastyczme
10 odlewy (0.2,03) R, (0,35,045) Z, (0,35,0,45) Z,
11 | Stopy aluminium odlewy po starzeniu (0,2,0,3) R (0,35,0,45) er (0,35,0,45) Z
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Cd. Tablicy 8.12.

Orientacyjne wartoSci wytrzymalo$ci zmeczeniowej

N zginanie rozciaganie skrecanie
r
z, z, Q, Z, z, Q, z, z, Q,
6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0,5R, 172, 1,20 072, 132, 0. 062, 127, 0,650,
2 0,45R, 172, 1,20 072, 127, 0. 062, L1Z, 0,6 Q.
3 0,4R,
4 0,4R,
5 0,4R, 1,67, 1,1 Q. 07Z, 127, 0, 0,67, L1Z, 0,6 0.
6 0,45R,
7 0,35R, 172, L1 Q. 082, 127, 0 052, 092, 0,6 0,
8 0,45R, 1L6Z, 0,6 R, 067, 092, 0,6 R, 082, L1Z, 0,7R,
9 0,35R, 172, 0,6 R, 082, 1427, 0,6 R, 052, 102, 0,4R,
10 0,35R, 172, 0,6 R 08Z, 147, 0,6 R 057, 10Z, 0,4R
11 0,35R, 172, 0,6 R 087, 147, 0,6 R 057, 10Z, 0,4R




8. Tablice

W tabelach 8.2 do 8.12 podane sg ,,stare” oznaczenia stali i staliwa. ,,Nowe” ozna-
czenia dla stali wedtug PN-EN 10027-1, PN-EN 1561, PN-EN 1568 i PN-1568 oraz dla
staliwa wedtug PN-ISO 3755 podano w tabeli 8.13.

Tablica 8.13. Nowe oznaczenia stali i staliwa

Stal
Lp. Stale konstrukcyjne weglowe Stale konstrukcyjne stopowe
Stare oznaczenie Nowe oznaczenie Stare oznaczenie Nowe oznaczenie
1. St0 S185 20 HNMA 20 Ni Cr Mo 2-2
2. St0S S185 15 HGM 18 CrMo 4
3. St3 S215 15 HGN 18 Ni Cr 5-4
4. St3S S235IR 15 HN 17 Cr Ni 6-6
5. St4 S27510 16 HG 16 Mn Cr 5
6. St5 E295 17 HGN 16 NiCr4
7. St6 E335 17 HNM 18 Cr Ni Mo 7-6
8. St7 E360 18 HGM 18 CrMo 4
9. 25 C25 20 HG 20MnCr5
10. 30 C30 20 HNM 20 Ni Cr Mo 2-2
11. 35 C35 20 H 20Cr4
12. 40 C40 18 G2A P355N
13 45 C45 40H 41Cr4
14. 50 C50 40 HM 42 CrMo 4
15. 55 C55 38 HMI 41 CrAlMo 7
16. MSt5 E295 LH 15 100Cr 6
17. MSt6 E335 12 HN3A I5NiCr3
18. MSt7 E360 34 HNM 34 CrNi Mo 6
19. St2 S195 35 HM 34CrMo 4
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Staliwo

Staliwo konstrukcyjne

Lp. ogélnego przeznaczenia Staliwo weglowe konstrukcyjne
Stare oznaczenie Nowe oznaczenie Stare oznaczenie Nowe oznaczenie
1. L20G G20 Mn 6 L400 200-400 W
2. L35G G35Mn 6 L450 230-450 W
3. L15GM G15 Mo Mn 4 L500 270-480 W
4. L30GS G30 Mn Si 5-3 L600 340-550 W
S. L35GM G35 Mn Mo 5-3
6. L25HN G25Ni Cr 3-2
7. L40HF G40CrV 5-2
8. L40H G40 Cr4
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